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अर्ताविनो 20 30॥ 990 
, भारत की स्वतब्धता के बाद इप्तकी राष्ट्रभापा को विश्वविद्यालय 
श्क्षा के माध्यम के रूप में प्रतिष्ठित करने का प्रश्न राष्ट्र के सम्मुख था । 
बिन्तु हिस्दी भें इस प्रयोजन के लिए भ्रपेक्षित उपयुक्त पाठ्यपुस्तकें उपलब्ध 
नहीं होने से यह,माध्यम-परिवेतन नहीं किया जा सकता था। परिणामतः 
शरत सरकार ने” इस न्यूनता के निवारण के लिए “वैज्ञानिक तथा परारिभाषिक 
#ब्दावली झ्रायोग' की स्थापना की थी | इसी योजना के पअन्तर्गत पीछे १६६६ 
| पांच हिन्दी भाषी प्रदेशों मे ग्रन्थ भ्रकादमियों की स्थापना की गयी । 


राजस्थान हिन्दी ग्रन्य प्रकादमी हिन्दी में विश्वविद्यालय स्तर के 

पत्कृष्ट पग्रन्थ-निर्माण्ण में राजस्थान के प्रतिष्ठित विद्वानों तथा भ्रघ्यापक्रों का 

< .। प्राप्त कर रही है और भमानविकी तथा विज्ञान के प्राय सभी क्षेत्रों में 

(७. पाठ्य-्ग्रन्यों का निर्माण करवा रही है। भकादमी चतुर्थ पंचवर्षीय 

गेजना के प्रन्त तक तीव सौ से भी प्रधिक प्रन्थ प्रकाशित कर सकेगी, ऐसी 

. भाशा करते हैं प्रस्तुत पुस्तक इसी क्रम में तेयार करवायी गयी है । हमें 
». है कि यह अपने विषय में उत्कृष्ट योगदान करेगी । 


चन्दनमल बंद स० हो वात्स्यायन 
भ्रध्यक्ष निदेशक 


भूमिका 


भारतीय विश्वविद्यालयों के पाठ्यक्रमों मे भ्रब सदिश-विश्लेषएण को 
बहुत महत्त्वपूर्णा स्थान दिया जा रहा है । राजस्थान विश्वविद्यालय में भी, इस 
विषय को टी० डी० सी० प्रथम वर्ष के पाठ्य-क्रम मे रखा गया है। हिन्दी के 
माध्यम से ग्रवरुस्नातक स्तर वर गशित का प्रध्यवन करने के लिए उचित 
पुस्तको के भ्रभाव की पूर्ति के उद्देश्य से यह पुस्तक लिखी गई है; भ्ौर प्राय 
भारत में सभी विश्वविद्यालयों के अ्वर-स्नातक स्‍्व॒र के पराठ्य-क्रम के लिए 
पर्याप्त है । 

विद्यार्थियो एवम्‌ शिक्षकों की सुविधा का ध्यान रखते हुए त्रिकोण- 
मिततीय अनुपात, भंक और सदिश-चिद्ठों के भ्रग्रेज़ी नामो का ही प्रयोग किया 
गया है। परिवतंन काल में गणितीय-स्तर को नीचे न गिरने देने के लिए यह 
प्रावश्यक है कि अंग्रेज़ी शब्दावली का पूर्ण बहिष्कार न किया जाय । अनुवाद 
के लिए केन्द्रीय हिन्दी निदेशालय, शिक्षा विभाग, भारत सरकार द्वारा प्रकाशित 
“अग्रेजी-हिन्दी पारिभाषिक शब्द-संग्रह” का प्रयोग किया गया है। मानक 
पदो के हिन्दी-प्रनुवाद के साथ-साथ भग्नेज़ी तुल्य भी लिखे गए है । 

राजस्थान हिन्दी ग्रन्थ प्रकादमी, जयपुर ने पुस्तक रचना की जो 
प्रेरणा दी है उसके लिए मैं उसका भ्राभारी हूँ । साथ ही मैं उन सभी लेखको 
का भो आभारी हूँ जिनकी मानक रचनाग्रो का इस पुस्तक सकलन में मैंने 
स्वच्छंदता से उपयोग किया है । पुस्तक की हिन्दी लिपि के प्रवलोकन में सह- 
योग के लिए श्रीमती ललिता व्यास, वरिष्ठ व्याख्याता मा० सु० महाविद्यालय, 
बीकानेर के प्रति भी मैं प्राभार प्रकट करता हूं 
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79 किसी वक्त पर दिये हुए एक बिन्दु पर स्पर्श-रेखा ज्ञात कर्ता 20] 


सदिशों का निरूपण और पविघृटन 


]]. सदिण और गअदिण राणियाँ (१श्लण प्रात 5९97 (00॥70४)- 

प्रदिश राशि (स्नेप मे भ्रदिश) का केवल परिमागा हंता है, इराना 
भ्ऱ्काश (592०४) में किसी दिशा विशेष से राबंध नहीं होता । भ्रद्विश के 
उदाहरण सहतति, प्रायतन, घनत्व, ताप विद्यूत्‌ झावेश झौर विभग इत्यादि हैं। 
प्रदिश राशि को उल्लिसित करने के लिए हमे फेयल राशि के प्रकार वी 
इफाई मात्र की ही हग्रावव्यकता होती है झौर दी हुई राशि तथा उतर इकाई के 
अनुपात की सरया की, जिशकों माप (प6४७प7७) भी बहते हैं । झत जत्र हुए 
कहते हैं कि वस्तु का झायतन 000 घ. से है, तो उराबा गहँ शरमिप्रा्त 
होता है कि इस वस्तु का आयतन उप्त घत के आयतन के संभाग होगा जिकी 
भुजा 0 सें. है । इसमें दिशा बी कोई झायश्यकता गहीं । 

सदिश राशि :-सदिश राशि, (राक्षेप में रादिश) का परिगाशा 
होता है भौर प्रवकाश में इसका किसी तिश्वित दिशा के साथ राबंध होती 
है | विस्थापन, गति, त्वरण, विद्युतीय तथा ध्रुम्बकीय द्वोत्र शदिश राधि कै 
उदाहरण हैं । किसी सदिश को उल्लिरित करने के लिए हमे म॑ कैयल ४काई 
प्रौर सस्या जो उस राशि का मापांऊ है,,की प्रावश्यकतता होगी है; अपिशु धराकी 
दिशा के विवरण की भी । ग्रतः यदि हम कहते हैं कि किसी पर्तु पर 0 पौइ 
भार कार्य कर रहा है तो यह वियरण अपूर्ण होगा जग्रतक बल के कार्य 
करने की दिशा का बिवरण ने हों। इसी प्रकार यदि दो वस्तु अ्रथकाश से 
बराबर चाल से, किन्तु विभिन्न दिशाओं में चल रही हैं या एक ही दिशा में 
विभिन्न चाल में चल रही हैं तो दोनो श्रवस्थाओं मे उनको गति भिन्न भिन्न 
होगी । सदिश राशि को पूर्ण रूप से उल्लिसित करने के लिए उसके परिमाण 
के साथ-साथ दिशा-बोध का ज्ञान भी आवश्यक है ४ 


पर वास्‍्तविक तथा सम्सिश्र संख्याये स्वयं भ्रदिश है। परन्तु सदिश एक 
दिप्ट-सख्या (0०७०७ गष्ययंथ) है । 


:2 सदिश का निरूपण करना (एछ्काल््शाबाणा ण॑ 4 ५९४०ण)- 


2 सदिश विश्लेषण 


चू कि एक परिसित सरल-रेखा का परिमाण और दिशा भी होतो है, 
इसलिए किसी सदिश को एक सरल रेखा द्वारा निरूपित किया जा सकता है * 
रेखा की दिशा को शर-चिह्न द्वारा सूचित किया जाता है । 


माना अवकाश (599०८) में एक स्वेच्छ बिन्दु 0 है तथा ९ एक और 

बिन्दु है। रेखा 0? को खीचो और विन्दु ? पर शर चिह्न लगा दो। ऐसी 
मकर 

दिष्ट-रेखा का खण्ड सदिश को निरूषित करता है इसको प्रायः 0? लिखा 
जाता है और "“संदिश 07" पढ़ा जाता है । सामने चित्र न. | में तीर का 
पिछला सिरा (॥8॥) 0 मूलविन्दु या प्रारम्भिक विन्दु कहलाता है और शर-पग्र 
? सदिश 0? का अन्तिम बिन्दु (/८४777005) कहलाता 
है, रेखा 0? की लम्बाई किसी निश्चित पैमाने मे हा 
सदिश का परिषाण बतातो है और 0 से ए की ओर 
रेखा कौ दिश्त, सदिश को दिशा बताती है | ऐसे सदिश 
को ([.ए6 ए०८०) रेखीय-सदिश भी कहते हैं । सुविधा 
के लिए सदिश को प्राय. क्लैरेन्डन ((86॥4०7) चिह्न, 
भर्थात्‌ं मोदे प्रकार की लिपि 9, ७, ९....द्वारा बताया 
जाता है। गौर इसका परिमाण तदतुरूपी तिरछी टाइप (2 
लिपि ०, 8, ८ द्वारा बताया जाता है। अत सदिश 


नग्न बज 
08 को 3 या 0/--४ द्वारा प्रभिव्यक्त किया जाता है। 
।-3.. कुछ परिभाषाएँ (5०७९४ 0शफ्राए0०७- 
(7) सदिश का मापांक (१४०४४४5५ ए॑ 2 १६८०7) >किसी संदिश 
का मापाक या परिमारा एक धत झक है जोकि इसको अभिव्यक्त करने वाली 


रेखा वी लम्बाई का माप है । सदिश्य 4 का मापाक चिह्न || द्वारा बताया 
जाता है या तंदनुरूपी तिरछा टाइप वर्ण (03]८9) ४ द्वारा बताया जाता है । 


(2) इकाई सदिश (0ए॥ं! ५९८४०) -वह्‌ सदिश है जिसका मापाक 
इकाई है । ८ की दिशा मे इकाई सदिश 5 से भी घूचित किया जाता है । भ्रतः 


है. 
#--+4 ह या बैज- ज्विकि & सदिश ॥ का मापाक है । 
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(3) समरेप्त-सदिश (0णापट्वा एल्लण७)-बह सब सदिश जिनके 


रेपीय खण्ड. (6. धध्ट्टाण्शा५) छ ? 
समानान्तर हैं (बिना उनकी दिशा 8 

और परिमाण के विचार के) समरेख 

सदिश कहलाते हैं, ऊँसे चित्र में 


9:--/४3, 0-5९), एल्‍> 20 / । 2 
तीनो समरेख सदिश है, वयोकि उनके 
रेखा-खण्ड समानान्तर हैं । कि ९ छ 


(4) स्वतन्त्र तथा स्थानीकृत-सदिश (छिल्ल ग्रा0 ०0ट्यॉटटव 
ए५९०७०७):-ऐसा सदिश जिसका मूलविन्दु अवकाश में किसी भी स्वेच्छ विस्दु 
पर लिया जा सकता है; स्वतन्त-सदिण कहलाता है। यदि मूलबिन्दु पर 
प्रतिबन्ध लगाया जाय और सदिश का रेसीय-सण्ड अवकाश में किसी निश्चित 
बिन्दु में से गुजरता है तो बह सदिश स्थानीकृत-सदिश कहलाता है। किसी 
सदिश के भौतिक प्रभाव अवकाश में उसकी स्थिति पर निर्भर करते है, जैसे 


किसी वस्तु पर कार्य कर रहे बल का प्रभाव उसकी पार्य-दिशा पर निर्भर 
करता है । 


(5) सजातीप-सदिश  ([॥६९७  ४८८०४७):-वे समरेख-सदिश जिनकी 
दिशा भी समान होती है, सजातीय सदिश कहलाते हैं। ऊपर चित्र मे &8 और 
८० सजातीय-सदिश हैं ग्रौर 8 श्ौर ?0 विजातीय सदिश है । 

(6) समान-सदिश (८१०७७ ४८८(०७):-दो सदिश मे श्रौर 9 समान 
होगे यदि भर केवल यदि (॥/) वह समानान्तर हैं श्रोर उनकी दिशा व 
परिमाण भी समान हैं। (सदिशो के प्रारम्भ के बिन्दु चाहे भिन्न भी हो) श्रतः 


यदि #8, (90 समानान्तर रेसाएँ हैं और &8--09 तो 


जे >> 
2585-00 


(7) शुन्प-सदिध (ऐ४ए॥ ४८८०):-वह सदिश जिसका प्रारम्भिक 
पोर प्रन्तिम सिरा एक दूसरे पर सपाती हो, शून्य-सदिश कहलाता है। यहू 
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स्पष्ट है कि शून्य संदिश का परिमाण शूस्य होता है; और उसकी दिशा 
अनिर्धारित होती है, अर्थात्‌ उसकी कोई भी दिशा हो सकती है । सब शून्य- 
सदिश समान होते हैं। शून्य-सदिश को मोटे टाइप, 
चने >> 
0या ##&, छछ 
द्वारा निरूषित किया जाता है । शून्य-सदिश को छोड़ अन्य सदिशो को उचित 
(९०९7) सदिश भी कहते है । 

(8) ऋण सदिश  (एल्टशाए८ १८श०7१)-वह संदिश जिसका 
परिमाएण सदिश # के समान हो परन्तु उसकी दिशा » की दिशा के विपरीत हो 
तो वहू & का ऋशण-सदिश कहलाता है । इसको हम - 9 लिखते हैं । 

(9) समत्तलोपन्सदिश (0०9७४ ४६९०४) -तीन या तीन से 
प्रधिक सदिश समतत्तीय/सैंदिश कहलाते हैं, यदि वह एक ही समतल के 
समानान्तर हो | कोई भो समृतल जो इस समतल के समानान्तर है, सदिश 
समतल कहलाता है । 


१4 दो सदिशो के बीच का कोर (40806 ७९छ€शा (छ० ४९८०६७)- 


माना ?९--», २७४०-८४ दो सदिश हैं। मूंलविन्दु 0 से 08 और 
08 दो रेखायें 70 झोर 72५$ के 


समानान्तर सीची तो /.#09 (9) हक 

सदिश 2 और ७ के बीच का कोण 7 

बहलाता है यदि 7? रि __ 5 
0८6८४ 


6550 या # हो तो सदिश 8 
समातर होंगे | 
(ध_जातीय जद 6-50, और ० लि 
विजातीय जब 85») & 
यदि 8ल्‍5-ठ. दो सदिश एक दूसरे के लम्ददत हंयि | 


६5. सदिशों का योग ($8%5०७ ७ ४६७ण३)-सदिश राशियो का 


योग जिम्रुज के नियम से क्या जाता है जिसका वर्णन निम्न प्रकार है : 
यदि तीन बिन्दु 0,&,0 इस प्रद्गार लिए जाए कि 


सदिशों का निहूपण भर विघटन 5 


हे ज्>े 
0&--8 शोर 80-5० 


गये 
प्रौर ४ का प्रारम्भिक सिरा ७ का झन्तिम सिरा हो तो सदिश 02 
सदिश » प्लौर 9 का परिणामित 6 
या सदिश-योग होगा 


0९-८५ कछे मई छ 
यह योग 0 की स्थिति 
से स्वतन्त्र होता है । सदिश 


न्न्फे.- नन्‍के के 
00८, 08 औौर 2९ दोनो सदिशों ० हि कि 


का संयुक्त प्रभाव विरूपित करता है। + के चिक्ल॒क्ता प्रुभिप्राय श्रकगणितीय 
योग से नही, सिवाय जब 0,&,८ समरेस हो 2 


जे 
0& प्लौर 8८ को प्रासन्न भुजाएँ मान कर समातरः-चतुभधुंज 
02८7 सीचो । तब 


>>. >> 


04 5-४८७5४४ 


बजे. ने 

भौर 08--/00-5७०७ 
>> ले 
08+#&(९७-:00--08+ 
न्जे न>े +> 


न+00+098 0 दा री 
इससे स्पष्ट है कि सदिश 





रन चने >> 
9--0/, 7०--०४8 का योग सदिस 00 है जोकि उस समानान्तर 
चतुर्भाज का विकर्णों है जो 08, भोर 08 को गआसन्न भुजाएँ मानकर बनाया 
जाय | झतः हम देखते हैं कि योग का तरिभुज का नियम, बलों के समान्तर 
चतुभु ज के नियम के सर्देसम है । 
।-6 सदिश-्योग का त्रमविनिभेय नियम (एव्राएप्राशार८ ॥.3७ ण 
एलन 4ै0ग०7)-चित्र नं० -5 भे, 


न्जे >> जे अऑओ -+-> 
045+*८5८--0९--०08 +- छट 
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सदिश और एक वास्तविक सख्या 77 का ग्रुणनफल एक ऐसा सदिश 
है जिसका परिमाण # के परिमाण का |श| गुना है, और इसकी दिशा » ही 
की दिशा होती है, इसको 7४७ से निर्दिष्ट किया जाता है। 


सदिश /४9, ग्रदिश राशि #7 की सदिश ७ से अदिश-ग्रुणन कहलाती है! 
सदिश 8 का अदिश # से विभाजित करने को परिभाषा & को तर 


(7:८0) से गुणन करना है । झ्त. यदि ० एक » की दिशा में इकाई सदिश 
है तो ०---२., और यदि ४ एक सदिश 9 के समानान्तर है तो 
ढ़ 


तक 
ड़ 


चिह्न+ यदि 9७, » की दिखा में है और -यदि वह विपरीत दिशा 


श्र 
ट 


में है। 

यदि दो सदिश (शून्य रहित) समानान्तर हैं तो हम 5 एक ऐसा ग्रदिश 
प्राप्त कर सकते हैं कि-- 

2-८5 ४. नं 

बिलोमत. यदि दो सदिशो में () के रूप का सबंध हो तो दोनो 
सदिश एक दूसरे के समावान्तर होंगे । 

() से स्पष्ट है कि ४ और 9 के बीच एकघात सवध है, या » और 
$ एकघाततः आश्चित हैं। और यदि () के प्रकार का सवध उत मे नहीं 
है तो वे एकधातत. स्वतत्र होंगे ॥ अत. 

दो शून्य रहित सदिश यदि समानान्तर हो तो उसके लिए झावश्यक 
और पर्याप्त प्रतिवनन्‍्ध यह है कि वे एकघाततः आाश्चित हो । 

व्यापक रूप से यदि त्तीन या अधिक सदिशो के बीच 

अब+30+-2८-- ....-८0 « (2) 

(>0,£----अदिश हैं और सव शून्य नही हैं) 

उपयुक्त प्रकार का सबंध विद्यमान है दो सदिशों »,०/०””“की 


पद्धति एकघातत- आश्वित कहलाती है । और यदि वह एकघाततः स्वतन्तर 
हों तो 


अचसफसस्ट 0. व) 
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440 चदिशों के गुण (ए/क्‌णा6 थे १४४/ण्े 


[. सदिश का अदिश से गुझन की क्रिया साहचर्य निमम का पालन 

करती है) वयोकि 
क्र[ध4) 5८ शहाव २-॥ (9), 

2. सदिश का द्वदिश से गुणन की क्रिया बंदन (00800896) 
के मिम्रम का पालन करती है | झथवि 

(# न 4 >-हाए न 79- ह्न्प्ह 

ग(8 -+- 0) +-३॥४३ +- #0. 72] 

सम्बन्ध () तो सदिश की अदिश से गुणन की परिभाषा से ही 
स्पष्ट है 

सम्बन्ध (2) की निम्न रूप से सिद्ध कर सकते हैं 


के (३-4 
माना 07--9 और 70-5७. न () 


च्न्रे न्न्के +न्: ० 
तो 00 ८ 07+705-:०४--४. (2) 
माना 7”, 0", 0? श्रौर 00 पर दो ऐसे बिन्दु हैं कि 





(3) 


(चित्र में क्र धन है) 


(3) से स्पष्ठ है कि रेखा 70”, ए0 के समानान्तर है ! क्योकि 
त्रिभुज 070 भ्ौर 07९! भ्रनुरूप हैं । 


70 


उजव 
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न्ज्क.. +* ् 
ड़ 70 >-काएए>कशा, ४ (4) 
्््न्न्के जे बल्ले 
गब 0९" 5507 +7९', ॥“(5) 
या (3), (4) और (5) से 
अ्ब्के बे क्र 
का 00--2707+4+#?00:- 
या रह (4+- ४9) सूत्झा4॥ + 820 0 


ित्र नं७ 2 मे ॥ ऋण है (#-८ -- ॥) तो ?” और 0! ढिन्दु 





?0 और ९0 पर इतको बंढाकर लिए गए हैं । 
परन्तु दोनों ही स्थिदियों मे 
#जि नै- 0) 5००३७ +- 77. 


ध्युस््म संदिश (एश्लंह्ाण्व्थ एढणगत] 
बहू सदिश जो सदिश 9 के समानाम्तर हैं परस्तु इसका प्रिषाण के 


परिमाएं के व्युत्कम हो तो वह # का व्युत्कम सदिश (२९८9०7००4। ५००६०) 
कहनाता हूँ: ग्रौर इसको । $ दिव्या जाता है । अत यदि $, ब की दिशा मे 
इकाई-सदिश है तो 


कन्‍्त्नथ, बै, 


संदिशों का निरूपणा और विधटन ]] 


यह रुपप्ट है कि इकाई सदिश का व्यूत्कम-सदिश स्वय इकाई सदिश 
ही है। इसलिये इकाई-सदिश स्वत -व्युत्कम ($०॥ 7८277०८थ।) सदिश है। 
4-42 स्थिति-सदिश (?०ञञंवणा शसलण७) 

यदि ९ एक नियत मूल-विन्दु है तो किसी बिन्दु श्क्री स्थिति श्रद्वितीय 


रूप से सदिश 00 द्वारा प्रभिव्यक्त की जा सकती है । 0?, ? बिन्दु का 0 के 
सापेक्ष स्थिति-सदिण कहलाता है| श्रत. ? का 0 के सापेक्ष स्थिति-सदिश एक 
ऐसा संदिश है जिसका प्रारम्भिक विन्दु तो 0 है भोर श्रन्तिम बिन्दु 
(परव्यगाशवे ऐ०गा) 9 है । जिन सदिशों का एक ही प्रारम्भिक बिन्दु होता 
है वह सह-प्रारम्मिक-सदिश ((०-॥0702) कहलाते है । यदि हमें पृल-विन्द 0 
दिया हुग्ना हो, तो भ्रवकाश में किसी भी बिन्दु ? के साथ हम सदिश 09 
(5८7) का सम्बन्ध जोड़ सकते हैं । विलोमतः हमे यदि कोई सदिश दिया हुआ 
है तो मूल-विन्दु 0 के सापेक्ष हम एक बिन्दु ? ऐसा अ्रवकाश मे ज्ञात कर 
सकते है कि 07 दिये हुए सदिश को अ्रभिव्यक्त करता है । इस प्रकार 
युवलीडीयन (87००८थव) भ्रवकाश मे प्रत्येक बिन्दु के साथ एक सदिश का 
सम्बन्ध जोड़ने से उपलब्ध सदिशों की पद्धति को सदिश-दक्षेत्र (४८००६ 
409) कहते हैं । 

सुविधा के लिये बिन्दुओं 8,8,0 ... के स्थिति-सदिशों को मोटे टाइप 
के चिह्नों कलेरेन्डन (22०॥0०7) लिपि के वर्णों 2,0७९ .,.द्वारा निर्दिष्ट 
किया जाता है। भ्रतः सदिश 


“नी 

6फे--१ - 2 
क्योकि- 

ते बज हम 

495-/0 ५ 08:- - ४--४-- - मे. 
(नीचे भ्रनुच्छेद :3 के चित्र मे देखें) 

7.33 दो विन्दुओं को मिलाने वाली रेखा को #:# के अनुपात में 
विभाजित करने वाले बिन्दु को ज्ञात करना (7०770 ९ 
छ0ंग्रा क्रांला ताचंएल धार गा. ण॑ (० एणा।(5 79 ए्ांच्शा 
बा० ॥। ; #) 
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माना मूल-विन्दु 0 के सापेक्ष विन्दु # भौर 8 के स्थिति-सदिश क्रमशः 
2 झौर ० हैं अर्थाव्‌ 





0 
जन के 
08--2, 08--9. 
माना विन्दु ९, 88 को ४: # के अनुपात में विभाजित करता है । 
और इसका स्थिति-सदिश ह है ॥ तो 


22 
फेक 
>> >> 
याह एव रेप्ठ, * (7) 


जज >> +» 
पर्ठु छ8-08- 008. 
ब्ल्ै-7. #७ हुं] 


हम: ब्न् नमक 
भर #8--07- 08. 


बसा 9, #*. 5 
(), (2) और (3) से 
गा[ए- 8) नया (0-7). 


या (77+श) 7-६७ +- झा. 





यार अ्कििल - (छ+7>0)...9. (4) 


विशेष स्थिति मे यदि छरच्स्छ तो 


>> 
0छ ब्न्टर([8 +9)- ब5) 
प्र्यात्‌ ?, 8 का मध्य-विन्दु है ॥ 


सदिशों का निरूपएण और विघटन 
मोट :-यदि समीकरण (4) में हम ## और # को परस्पर बदल दें तो 
हमें 2 सदिश प्राप्त होता है जो ठह से भिन्न होगा जबतक हास्आ 
क्रेनहो। 
माना बिन्दु ८ और 0, #४8 को एक ही अनुपात 2: । में अनच्त- 


विभाजित और बाह्य विभाजित करते हैँ श्रौर उनके स्थिति-सदिशः ० और 0 
हैं तो 





४2५ बन 0 ५ #नन्ॉहीं 
सा 

त्ब्ल्ा न्ज्पर 

और गा (7) 


यदि समीकरण (6) और (7 मे से 8 और ७ का मान ज्ञात करें तो हम 

देखेंगे कि बिन्दु & श्रौर 8 खण्ड (०७ को -3: [+>» के भअनुपात में 

विभाजित करते हैं। ऐसे बिन्दु &,8 और 0,० के युग्मों को हरात्मक 
संयुग्मी (घ्वा000 (०॥ ०१७४०) कहते हैं । 
१, 4-4 समरेख-विन्दु (एगाग्राध्क एणंण)) 


श्रावश्यक झ्रौर पर्याप्त प्रतिबन्ध, जिसमें तीन मिन्‍न बिन्दु १,७,8 एक 
रेखस्थ हों, यह है कि हम तीन भदिश राशियां 2/7/४ (शून्य से भिन्‍न) ऐसी 
ज्ञात कर सकते हैं कि 
77+- 98 | ७-5०. 
और /+- का -+-85-0. 
() प्रतिबन्ध ध्रावश्यक हैं :--- 
प्रात्रा ९,४,8 तोन समरेख बिन्दु हैं। माना है, 48 को # ; क के 
झनुएत में बांदता है | तो 
(गाज-ध) ॥<-॥३ -+-79, 
बा+-[ए। + मो) मे + 779 + 7 -- 0. 
प्र्थाव्‌ 5, ७, और ७ के गुणाको का योग शुत्य है । 
(ऐ) प्रतिबन्ध पर्याप्त है 
मानता हमें दिया हुआ है कि 
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आ-+- 9 | ४9-२0, और 

खक्का +छझ 55०0. 

तो सिद्ध करना है कि 7, 3, 9 समरेस हैं | 

उपयुक्त सम्बन्ध से 

प्‌ 

(।) से स्पष्ट है कि 8, अर्थात्‌ विन्दु 8, & और 8 को मिलाने वाली 
रेखा को ? : # के भनुपात में वाटता है । मत: 8, 9 भ्रौर 7 समरेख हैं । 
4-5 समतलीय-सदिश: (ए०काशाआ १९८४ण७) 

कोई भी सदिश 5, जो दिऑे हुए दो झसमरेख सदिशों », श्रौर ७ के 


साथ समतलीय है, वह एक मात्र विधि से दिये हुए :सदिशों के एक-घात संचय 
में झभिव्यक्त किया जा सद्ता है 





न्न्के डी 
माना 6--+ और 08--9 दो भ्समरेस-सर्दिश हैं और 00-३7, 
3, 9 के समतल में कोई सदिश है । रे में से १९ और 7० दो सरल-रेखाएँ 


क्रमशः 08 और दर के समानान्तर खीचों जो 08 और 09 को विदु ९ 
और 7 पर मिलती हैं ॥ 


जे >> ० «५2.० 
0९, 04 का समरेख है और 00, 08 का । 


>> 
>+ 0एचश व. 


सदिशों का निरूपण और विधटन ॥5 


>> बे 
और 07055) 7-50. (5, » अ्रदिश हैं) 


चने जा & 
परन्तु 00--00+ (0४8. 


गा हइ जरूअऔ9 +30- कक हे । 

>म ग्रौर > 9, सदिशर के और 9 की दिशाओं में घटक हैं। 
उपयुक्त स॑ंचय () श्रद्वितीय है । 

माना 7-5० --3)४ एक अद्वितीय संचय नहीं है तो # को » और ४ के 
एक भ्रौर भिन्‍न एकघात सम्बन्ध में अभिव्यक्त कर सकते हैं । जैसे 


एस्डऋ 28-39, ० (2) 
(]) झोर (2) से 

इस्ल्‍्एब न 79८२2 -+-३ 

या (६-७१ + [9-० 2१०५-००. #नं3) 
यदि ४-४ #्र0 और >> #0. तो गा 
बल्टे टेक 4) 

जैन ज 
या #ज- ४, ( स्नेक) 
> आल 


अर्थात्‌ 4 और ७ समरेख हैं जो कि परिकल्यना के विरुद्ध है । 
इसलिये 


कं अर ज्च+ 9२0. 
या ४! ०४ भर 9 २८) 
प्रत: सम्बन्ध ([) श्रद्धितीय है 
ग्व्6 असमतलोय-सदिश (४००-९०क़ाशाब्वर हषलण$) 


कोई भी सदिश 2 किन्‍्ही तीन श्रसमवलीय-सदिशों 9,9,० के एकघात 
सचय में एक मात्र विधि से अ्रभिव्यक्त किया जा. सकता है. - 


छः “>> बऋ 
माना 08, 09, 08८ तीन अ्रसमतलीय-सदिश फ्रमशः'७8,9, ८ हैं । 


यह न 
और 09 एक और सदिश है शौर 07. 
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बिन्दु ? मे से समतल 800, 208 और ४09 के समानास्तर तीन 





समतल खीचो जो 08, 08 प्ौर 00 को क्रमशः 7२,5,7' पर मिलते हैं। 
इस प्रकार हम समानास्तर-फ़लक [9अथ2०००9०८१) 0.,ए१ 7४7 ब्राप्त 
करते हैं जिसका विकर्ण 0? है । 


न्न्के न 
शू'कि 0!९, सदिश 06 के साथ समरेख है । 


बजे न्न्के 
+० 08 --७७४--७॥ "० (4) 


जबकि » एक भदिश राशि है । 
इसी प्रकार 


न्न्क ब्>े 
0$<--0.--)४. न्ल्न2) 


ने नन्‍के 
और 0 --7.०--४०. (3) 


है, भर 2 भी अदिश हैं । 


बे नओ के 
अब 75--07ल्‍--0.+ 7.9. न्न्नव) 


बन 5७ दो 
बरन्‍्तु 00,..505$+ 7. 


/- उन्‍न्‍्झब+ 7-2९, न) 


सदिशों का निरूपण और विघटन ]7 


8, 30, श्ौर 2०, सदिश 7 के, 08, 08, 00 की दिशाओं मे 
घटक हैं । 

सदिश 9, 9, ८ त्रिविमितीय (3-7) में आ्राघार-सदिश' (छे882 
ए५८००१५) कहलाते हैं । 

उपयुक्त संचय श्रद्वितीय है । 

माना १-२० +- 9 + 2९ 

यह एक श्रद्धितीय सचय नही है तो इसको एक दूसरे सचय में निम्न 
प्रकार से श्रभिव्यक्त कर सकते है । 

इच्न्अ|३2+99-- 2९. (6) 

(5) श्रौर (6) से 

#-२०॥+ 90 -- 20-75 9 + //9-+ 2९ 

या (४-४) ३+ (०-07) ७+ (2- 2/) ९-० 

यदि ५-४ %0, और )- 3 60, 2- 2-0, 


तो 9च०#४ - १० [ # अर 2 


घ्नऊ 








अर्थात्‌ 4 को 9 श्रौर ० के एकघात सचय मे ग्रभिव्यक्त कर सबते है 
इसलिये 9, 9 भ्रौर ० समतलीय है जो कि परिकल्पना के विरद है। जबसक 
वि/ज-पन्त0न हो । 





जन -> उसक्2 + 0 

या ै८२» और 25-:2/. इसी प्रकार ५७-७५ 

अत: एकघात संचय (5) प्रद्वितीय है । 

नोट ;-यदि ०», 9, ० तीन असमतलीय सदिश हैं और उनमें सिम्न- 
लिसित प्रकार का सम्बन्ध विद्यमात हो-- 

49 -+- #ऐ |-॥९5८०. 

तो --॥॥--॥४5८६ 0, 
उदाहरण नं० ॥ 

9, 8, ए त्रिमुज #80 की भरुजा 80, ८५, 69 के क्रमशः मध्य 
बिन्दु हैं। सिद्ध करो कि 6) #2--380; (४) और रादिण #0, 88 और 


बने 
(र का योग शून्य के बराबर है । (7) प्रौर माध्यिकाएं एक ही बिन्दु पर 
मिलती हैं जो इनका समत्रिभाजन करता है। [९४]. ?63] 
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माना ह, छे, ० के स्थिति-सदिश (ऐ०अंपण्) १७७०7) मुर्लाबदु 0 
के सापेक्ष त्रमश 9, 9, ८ हैं। और 0, 5, 7; 80, ८४, 8४ के मध्यविदु 
हू) 





घोर ए के स्थिति-संदिश 


#+० +४ होंगे । 
-> < 05-“-० ५० 
>-सदिश फ&--] (3+०)- ३ (४+7४)--३ (०-४) हक 48 
सदिश 80--०-४ < 0 0- प्ज्फकै नं 
() और (2) से 


कर जल 
फऋ-३ 82 प््छा 
3 -> >> 
(0) सदिश 00, 05 और 09 ज्रमश' 
0०+० ८+७ और 3--४9 











बल 
2 5 हैं 
पं, _०+० ७+--०+ 24 है 
दिक र ४ 24 मी 202. | 
2 2 
पे _+9 ८<+9- 29 पर 
बलऋत्--+ क्‍स न्न2ी 
॥:) » दर द्र | ९ 
ता बे ४9-- 2८ | 
कराई - कर हु ॥ 


सदिशों का निरूपण और विधटन ॥9 


(3) से 
ब्> तर च्न्के 


#0+ छ85-+ (ए४>-७. 
(मर) माना बिदु 2, 60 को 2 में विभाजित करता है। तो ॥ बिंदु 
का स्थिति-सदिश >£/] 
(8+ ०) 
रू+३.७-+ 2. जद 7_४+०+८० 
५४७४ ४७७07 कर 


चे ते 
सममिति से हम नात कर सकते हैं कि 58 ग्रौर €क को 2 के अनुपात 
में बादने वाले बिन्दुप्रों के स्थिति-सदिश भी 


2+-79+९० होंगे 
मा 20 
अत: बिन्दु । तीनो माध्यिकाओो पर स्थित है । 
2. #80 एक ब्रिमुज है और ग्रुजा 80 में ए कोई दिन्दु है। यदि 


चने न्खः के नके 
20 सदिश 87, 79, ८ का प्ररिशामित हो नो सिद्ध करो कि &80८ एक 
सामानान्तर चतुद्यु ज है। और 0 एक तियत विलु है। [४०५ “45 '54) 


ै (्‌ 





छ 7 ५ ८ 


माना ? प्रिभुज #8ए की भुजा फ्रे८ में कोई क्िद है । विनज 
जे >> >> ॥ ६४ 


4798 में 470+98--#6४8 > (4) 


९ किन्दु से &8 के सामानान्तर और 28 के बरात्रर रेखा ०0 खीचो । 

ब्न् जनक इओ 

तब ९05--#४-"-4ै? + 7४8 न्ज्जे 
जे ते बन नम लक 


अब तरिश्वुज 7८0 मे, 7७0७-९८+८0९--ए०८- ७9... ए8 
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न्‍> +> +» >> 
अर्थात्‌ ९९, ९, ए8 थौर एट का परिणामित है 

अब चू कि 20, 88 दे वरावर व सामानान्तर है इसलिये 880९८ 
सामानास्तर चतुभुंज है। 

3, किसी विषमतल (8८७) चतुशन॑ज मे सम्मुख भुजाझो के मध्य 
बिन्दुप्रो को मिलाने वाली रेखाएं एक दूसरे को समद्विमाग करतो हैं। और 
यह भी सिड करो हि भ्रुजाओं के मध्य विन्दुओ्नों को क्रमशः मिलाने वाली 
रेखाएं समानास्तर चतुम्रज बनाती हैं। [779 '65, *67] 


्ि 
९ $ 
(5 
५८ छ ०0 


5800 एक चतुमुज है और ९, 0, २, $ मुजा #8, 80, 20 
और 70/ के अध्यबिन्दु हैं 

माना &, 8, ८, 9 के स्थिति-सदिश क्रमशः 3, ७, ८, 9 हैं । 

तो ९, 0, ४, 5 के स्थिति-सदिश अ्रमश: 

ब--09 ४-८० ९-+ऐ ते+छ 

का कक जज 5 का 

यदि शेर का मध्य बिन्दु रर्थ है, तो '। का स्थिति-सदिग 

नजर (पं ल्+व गरजे 





कप ् न्न्न) 
इसी प्रकार (९5 के मध्य विन्दु के स्थिति-सदिश 
23--7--८--8 
वि न्थ्अ पर हि ४3] 


अ्रत ?| और 05 एक दूसरे को समद्विमांय करती हैं । 


रु 
एश्0-- जन 3 प्र 2 





* (3) 


सदिशों का निरूयण झौर विधदन श 


पे __०+१ 0--9०_ ८-४ 
220 कक कर 


(3) प्रौर (4) से स्पष्ट है कि ९९, ए5 के समानान्तर है और वरावर है। 
ग्रत: 7९१४ एक समानान्‍्तर चतुमु ज है । 
4. यदि किसी समान पड़्भुज &800ए8ए8 की दो क्रमिक (०05६९७- 


न्ग्न्के ्न्ते कक >> न न्जे >> 
॥४6) भुजाएं सदिश 2», ? हो तो ९०, 08, 55, ४७, ८, 80, 68 





4) 





नमक 
प्रौर 0४8 को 2 व 7 में प्रभिव्यक्त करो । [९६ . "62, ए॥। '53] 
ब्> के न बन न्न्कि 
माना 8-28 श्र 80--8; &(-०/४ + 8(--३४+४ ...() 
£ 0 
ह ८ 
+ 8 
कर नमो 
0-52 80-52 ननन(2) 
भ््> बजे केक 
(70-5७ + 80--20 - (94-9)--%- # जज) 
कक 
#8 -- + (70-58 - ४७ *« (4) 
शल्य 
एऐ&8&--- 9 >(5) 
>> जन्म 
छए-- - 80---४ है (6) 


>> >> 


शक 
+ै8-- - (87 4-78) -७ +- ७ -- 8--20 - थे >(7) 
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5. यदि 0और 0" किसी त्रिग्रुज 880 के परिकेंद्र (का0णा०८४त8) 
और लम्ब केन्द्र (०८॥००८ँध८) हो तो सिद्ध करो कि 
न्न्के न्न्म्कुँ बे त्ज 
(0) सदिश 08स्‍+08+0९५-500/ 
ब-न्न्के क्ज्जे जे 
0) 0'%8+078+0'८--207/0 
््न्त>े अओिओे आओ . >> 
(9) #0/+0'8+0'८--&7 
जबकि 8९ परिगत वृत्त का व्यास ;है । [?४7३ '5]] 
त्रिमुज 80 के, 0 और 0” ,परिकेन्द्र तथा लम्ब-केद्र हैं। और 
7, 8९ का मध्य बिन्दु है । 


५... (एक, 62, 66) 


कि 


। 27% 





0 
विकोण मिति से हम जानते हैं कि 
+$0'--2070 जन्म 
गम त्न्य्् ब्न्ऊे 
075508 + 02 
ठढ 
“ब्नह ब्> न्न्छ अलग 
या 08+00५--2 00--#0/ > (2) 
>> 
दोनों ओर 02 जोड़ने पर 
जम क धन्नि अनन्‍नकेंग न्द 
08&-+08+00--40'+0& नल 5१] 
400! से 


स्ि ब्न्नन्ऊ गाााउ4 
08 +#0'--00/ जब) 
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न्नरे >> ब्रज जज 
झतः 00 +-08+005--00' (5) 
(0) चू'कि 0, 8८ का मध्य बिन्दु है इसलिये 

ने करे रे 
0'0-50/8+ 0'८ 

न 

जलाया 4 जज बह 

या 0'0+0"0<-2 0'0 (6) 
&00'9 से 
जलाबा. ब्न् जज 


0'9>-070+0'0 >( 7) 
(6) प्रोर (7) से 


वतन... «मनन चने बज 
0'8+0०९७--2 09+2 ०9 
हना> जलिगए& 
चःह0"+2 00 


जाग. वजारर्ड सकन्‍कँट 
या 0'१+0'0+0!&--२ 0'0 (8) 
ले जे आओ 3 बजे >> जे 
(४) 80" +0'8+0'0५०२ 80" +(0'8+0'8+0/'0) 
न्ज्ज्जे बनने 
ज्ज्2 807+२ ०0 (8) से 
चर _्न्न्के 
ब्च्ये (80 +0'0) 
न 
ब्ज्2 0 
किन्तु 80 परिणंत वृत्त की त्रिज्या है, इसलिये 
2 805-6#>>व्यूस के | 
6. सिद्ध करो कि सदिश 38- 70-4०, 38- 20 +-०, ३+४ +- 
20 समतलीय (००फौशाण) है । 


यदि तीनों सदिश-समतलीय हैं तो किसी एक को दूसरे दो को एकघात- 
संचय (76 एणाफता/एण)) में अभिव्यक्त कर सकते हैं । 
माना 
343- 79 - 46-5६ (38 - 204 ०)+७ (84-०+ 2८) 
बा 3.0+ 5) ०- (2४- )) ४+(४+- 20) ९ 
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जबकि » झौर » झदिश राशी हैं 
दोनो ग्रोर से ७, ?, ० के गुणाकों की तुलता करने पर 


3४+ #त+3 अाज 
25- >च्त7 स्जं 
अक2#चू२-4 नो 
() और (2) से 

अेच्ल्टै, 25२० 3 


हे और # का यह मान समीकरण (3) को भी सतुष्ट करता है। झ्रत* 


तीनो सदिश समतलीय हैं । 


7. समानान्तर-चतुभुज 8070 की भुजाओ ४8 व 80 के मध्य 


बिन्दु क्रमशः ऐ श्रौर 0 हें। सिद्ध करो कि #८ झौर 07 ऐसे विन्दु प्र 
काटठते हैं जो इनका समत्रिभाजन करता है। इसी प्रकार 2 और 700 भी 
एक दूसरे को समत्रिभाजित करते हैं । [672 48] 


88079 समानान्तर चतुमरुज है । 
माता #, 8, ८, 00 के स्थिति-सदिश किसी मूल विर्दु 0 के सापेक्ष 


क्रमश. ४, 9, € और 0 हैं 





या 8 -- 7-5९०- 0 न्न्न्‌) 
9 और 0 के स्थिति-सदिश 
शत ०७ ३०४० जगे 


कल के 
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ए९ वर, बिन्दु ॥, ऐसा लो, जो इसका 2 : के अनुपात में 
विभाजन करता है । तो 7, का स्थिति-सदिश 


>,५+2 (3+ 9) 
काश उजड३--४१+-१ न) 
ठ ठ 
इसी प्रकार जो बिन्दु ८6 का 2 . | के अनुपात में विभाजन करता है 
उसका स्थिति संदिश 





_2.8 -- ९.] 29-+-९८ 











है च्त्जतु (3) 

(॥) झ्रौर (3) से 

28-82 _9--(0+0) _१4+9-+0 कं 
का नर तर न 


(2) ग्रौर (4) से स्पष्ट है कि 7., ९४ व 07 दोतों को 2 7 के 
अनुपात भें बादता है। थ्तः 000 और 80८ हक दूसरे का समत्रिभाजन 
करते हैं । 

इसी प्रकार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 820 और 00 भी एक दूतरे 
को समत्रिभाजित करते हैं । 


प्रश्नावली ॥ 


]. बिन्दु 8, 0, ९, 0 के स्थिति-सदिश क्रमशः 3, $, 29+ 39, श्रौर 
न्ने गत न जे 
2-27 है। तो संदिय 80, 08, 80, (4 को & व # में प्रभिव्यक्त 
करो । 


>> लत 


2. 4807 एक चतुमुज है । वल 86, 80, ८70 श्रोर 08 एक बिन्दु 


पर कार्य करते है । सिद्ध करो कि उनका परिणामित बल 28 है। 


3. घिद्ध करो कि किसी त्िभुज के तीन माब्यिकाओों द्वारा निरूपित करिए 
गे प्दिशों का सदिश-योग शून्य के वराबर है । 


[लसनऊ 63, राजस्थान 63] 
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यदि किसी पड्भुज की दो क्रमिक मुुजाएँ सदिश 9 व 9 हों तो क्रम से 
ली १ शेप चार भुजाओं द्वारा तिरूपित किए गए सदिशो को ज्ञात 
करो । [राज० 62, उत्कल 53] 
#80 एक त्रिभुज है और 9 उसकी मध्यिकाओो का प्रतिच्छेदन-विन्दु 
है भ्रौर 0 कोई बिन्दु है ॥ तो सिद्ध करो कि 


3 न ओओ 


08+08+- 005--306 

सिद्ध करो कि तीन विन्दु जिनके स्थिति-सदिश 8, 9७ और (38 - 29) 
हैं वे एफरैखिक होंगे । [राज० 54, भ्रायरा 55, 58, दिहली 50] 
सिद्ध करो कि तिम्व सदिश समतलीय हैं । 

0) ४- 20+ 3०, + 23+39- 4०, -०+ 2८ 

(0) 8+29+ 5०, 38+ 20-९०, 28 + 20+ 3९ 

(गा) 53+-69-+-7०, 72 - 89 -4- 9९, 33+ 200 + 5८ 

जवकि 3, 0, ८ कोई स्वेच्छ सदिश हैं । 
सिद्ध करो कि किसी समानान्तर-चतुभुंज के विकर्ण एक दूसरे को 
समद्रिभाजित करते हैं । [प्रागरा 63] 
विलोमतः यदि किसी चतुभुज के विकरणं एक दूसरे को समहि- 
भाजित करते है तो वह समानान्तर-चतुभुज है । 

[लखनऊ 47, पटियाला 50] 

2४8८7 एक समातान्तर-चतुमुज है । ? इसके विकरणों का प्रतिच्छेदन 
बिन्दु है । यदि 0 कोई स्वेच्द बिन्दु हो तो सिद्ध करो कि 


<#न्नके ख्न्कै हल ्न् 
04&+083+020+0795--407 [बखनऊ 59] 


यदि #, 8, ८, 9 कोई चार बिन्दु हो तो सिद्ध करों कि सदिशन्योग « 


>> न्कि् 
$8+(७8+(70+ #70+--48&8 


जबकि & और 7 क्रमश “८ झौर 80 के मध्यबिन्दु हैं। 

यदि 9, 9, ०, ! बिन्दु &, 8, ८, 0 क्े किसी मुचत्रिन्दु के सापेक्ष, 
स्थिति-सदिश हों और 9 -- 35-०-- ४, तो सिद्ध करों कि 8800 
एक समानान्तर-चतुमुँज है । [गोरखपुर 6] 


44, 


435. 


6. 


सदिशों का निन्‍्परा श्रीर विधटन ठ7 





सिद्ध करी हि यदि सदिश (०9, +0, ऋ०ए) हिसी मूलविन्दु 
जाए तो उनके सिरे एक समानासस्फलक (?शशाटव्कां9०४) के 


शीर्ष होंगे । 


दु गे लिए 


8, 3, () तीन नियत ([7०0) विर्दु हैं भर ? एक ऐसा चर विस्दु हे 


च्न्क ग्क 
झि?ेवर लगाए गए 70 और 79 बलों का परिणामित बल विख्दु 
८ से गुजरता है । तो ? का विन्दुपव (0८५५) जात करी । 
न्न्कु जाली का 

सिकरेत ९# + 78-> 2200; 9, #४ का मध्य बिन्दु है ।] 
हिद्व करो कि भावर्थक (#76८८35879) प्रौर पर्याप्त ($एणीॉ6०॥) 
प्रतिवन्ध कि सदिश 

#| २ ४४॥+ #;4+ 2/8, 

#3 5०2३ + 22) + 226, 

र॒च्ट2र्ड के 23] + 220५ 


एफयादल रवदत्र (8687]9 ॥74८9८॥4८॥॥) हो, यह है कि, 
सारगिह (6लं&ा॥॥॥37) 

अजय 

2628 

39035 


शून्य से भिन्न है । 





यदिं सदिश 9 और $ प्रसमरेख हो तो सिद्ध करो कि विस्यु हैकन- 
ह॥9 (><, 2, 3) समरेख होने यदि और केवल यदि (8) 

है| हहु | | 

4, #79 । | म्ड्0, 

7037 





श्रत; सिद्ध करो हि विस्दु 
8- 20-+- 3९, 285. 30 - 4०, - 7 +- 0& दुररेखस्य हैं । 
दियपुर 63] 


यदि 9, 9 बिन्दु /, हे के स्विति-यदिय हैं भ्रौर 48 4 86 को बढ़ा 
करे उन वर क्रमग. ए झौर 0 किस्दू इस प्रहार लिए गए हैं कि 
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+0--३45 और 80--28& दो ९ और 7 के स्थिति-सदिश 
ह्ञलात करो । 


]7. सिद्ध करो कि किसी त्ि्ुज से दो झुजाझो के मध्य दिन्दुओं को मिलाते 
वबानो रेखा तोसरी चुजा के सनानान्वर होती है और उसकी झाघी 
होती है । [विक्रम 62, राज० 60, लखनऊ 63, प्रागरा 56] 








]8, सिद्ध करो कि कली समलम्ब चतुद्नज में दो असमानान्दर झुजाओं 
के मध्य विन्दुओं को मिलाने बालो रेखा समानत्तर मुजाप्नो वे योग 
को झाघी होती है, और उनके समावान्तर होती है 

9. निद्ध करो कि क्सिी समलम्ब चनुद्भंज के वित्र्णों के मध्य बिन्दुओं 
को मिलाने दाली रेसा समानान्तर रेसाझों के अन्वर को झाधी होती 
है भौर उनके समानास्तर होती है ॥ 

20. सद्दिश विधि द्वारा सिद्ध करों कि किनो समानान्धर चनुपुज को 
सम्मुख घुजाए समान होती हैं भौर विकरएं एक दूसरे को समद्विनाजित 
करते हैं। (लखनऊ 57, 63, आगरा 63) 

.77 सदिश का विघटन (8०४०ए०७ री ब ४श्टाण) 
हम भ्रनुच्छेद -6 में देख छुके हैं कि किसी मो संदेश को किन्‍्हीं 

तीन स्वेच्छ असूमवचीब-सदिशों 3, ७, ८ में झभिव्यक्त कर मतते हैं जँसे 

#सत्अ8-- 3) - 22 
यहा हम ऐसी स्थित्रि का विचार करेंगे जिससे तीव अ्वरतलीय-सदिश 
परस्पर अभमिलम्ब हो । 
एक दक्षिएवर्तीय-निईंशाव-पद८ति 05%, 09, 02 लो । इन 
प्रक्षो की दिशा मे इकाई सदिय ३, $, $ त्रमण: 05%, 0५, 02 के समा- 
नान्वर हैं। 


>> 
क कई बिन्दु है और 07--7, 09 को विकर् मान कर समानान्वर- 
फ्नक (एशशाशव्फ्राछ़न्ठ) 04.8टअएएर सोचो । 
माना 045"”"2, 085८-57 और 0-८ 


>> 
05 >चम. 
न्ज >>» 


08-47. >उउ 
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न्‍्>े नओ >> 
0750. + 7.0. 


ने >> ओ 
ब्न्060 + # + 


४४५) + २४५ न ) 


ग्रतः दिया हुआ सदिश 6..+ निम्न प्रकार से परभिव्यक्त किया जा 
सकता है :-+ 

#ज्| 3 + थक न्न्ण्टो 

जबकि ४, ७, ४ बिन्दु ए के निर्देशाक हे 


बिविभितीय-(3-0एशाअंगाए) सदिश 00 को वास्तविक संश्याप्रों 
के क्रमवद्ध समुदाय (०००४९१ 38!7०5श०) द्वारा भी प्रभिव्यक्त किया णा 
सकता है। सदिश 7 को हम (७, », 2) भी लिस सकते है ! 

घटक-सदिश |, )", <६ सदिश / के |, |, ४ दिशाझ्नो मे लम्बवध्‌ 
प्रक्षेप है । भौर 0, », 2, 07 (<४२) के भायतीय-प्रवयव है । इनको भ्रवशेप 
(२८४४४९6) या विवोजित ((१८5०।४॥०) के नाम भी दिए गए हैं। भौर इकाई 
सदिश |, $, £ को लम्बन्प्रसामास्यक (०ताण्नाणाणायं) इकाई त्यी (ध909) 
के नार से भी लिखा जाता है 

पुनः 

छ2-- छा. |. 0.5-50/5 ५- 0.१ +ए[ १ 

मम 
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या [00१-४२८--४४+३ कटे नं 
अर्थात्‌ किसी सदिश के मापाक का बर्ग उसके आयतीय-अ्वयवों के 
बर्ग के योग के बरावर होता है । 


यदि 
च्न्म्ं +ऊा+ रत: ((--१, 2........! 9) 
प्र 2] ] ए 
तो छ५ ++(5-६) 7+ (5990 4+ (डयो४ जब) 
ही डर है व 


] फ् 
अर्थात्‌ 5६ काउ दिशा मे घटक ८ है। 
है ६ 


परिणाम (4) का निम्न प्रकार से भी बन किया जा सकता है । 
किसी भी दिशा में किन्ही सदिशो के योग का वियोजित माग उसी 
दिशा में क्षदिशों के व्यक्तिगत वियोजित सायो के योय के समान होता है 
उपयुक्त प्रमेथ मे हम वियोजित मांग के स्थान पर किसी मी “समतल 
पर भ्रक्षेप” का भी प्रयोग कर सकते हैं । 
.48 दिककोज्यां (0९९८९४०७४ 0०/7०5) 


जनक 
माना 00; 05, 0९, 02 या $, |, £ की दिल्याओं के साथ त्रमशः 
कोश ०, 8, 2 बनाता है । और 07557 


अजूत09 0050--7 ००50 
27507 ८०६85८57 ००५8 
25507 ८०52 ता ०052 


किन्तु टैन्‍सडीकेऑकिए 


6 । 


न 


224 अं 


«०९०३ 6+-+०55क्‍्त्तचद्रत्द्रत च+ 
अिफकाकणश ह 


605 855 नल बस 


अआिफकीकिओ छः 


605 2२८ 


3 
किक हा 

चन-ज्यामितिं में ००5०, ००५8, ००5४ को 09 के श्रक्ष 05, 0५, 
02 के साथ दिक्‍कोज्या कहते हैं और इनको #, #8, श से चिह्नित किया जाता 
है। एक अचर विन्दु के लिए 00, श्र्याद्‌ ह निश्चित होगा तो दिक्कोज्या 


सदिशों का निरूपण और विघटन है 


&, 2, ८ के समानुषाती होंगे। इसलिए ४, », 5, 07 की दिशा-पनुपात 
(काब्लांगा 05) कहलाते है । 


यह स्पप्ट है झि 7 की दिशा मे इकाई सदिश न्‍् निम्न विधि से 
होगा-+ 


# 
77 /7-२००४४ +- ००5३ | + ००३४ 2: 


.9 किन्‍्ही दो बिन्दुप्नों, ९, (७3, », 2) भर ९५ (७७, 39, 29) के बीच 
की दूरी ज्ञात करना और उनको मिलाने वाली रेखा ?) 7५ के 
दिस्‍श्नोज्या निकालना (॥0 शिव धो 0506 ए9ल्‍फ़ल्टा। (छ० 
छएणा। गाते ताल्लाता ००आं०5 ०00 (06 ॥096 |०परांपह पका) 


माना ९,, ?, के स्थिति-संदिश किसी मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष !४|, 
श है 

न्न्क 

09, | व नव + व, नव) 


ने 
67९,5-३5ल्‍> न 3४ यश. ब2) 


3 >> हडओे 
>«गि९१%00५ - 070, 5-7५ - 7] 


स(खछ+ आम + 059“ छन्योी ६ 03] 
श्रत, |श०५| >[(२७- 29१ + (92-०9, + (29 ५ योग 
> (4) 


समीकरण (4) फिन्‍्ही दो बिन्दुओं के दीच की दुरी का उनके कार्तीय 
(एऐक्ञाध्छणा ०००7थग्रढा४$) निर्देशाकों मे ज्ञात करने का पुत्र है! 


यह स्पष्ट है कि ?,?, के दिशा-अनुपात ), |, ॥ के ग्रुणाक हैं। 
अर्थात्‌ (७७ - 20), 0५9“ 33); गौर (2३ - 2) हैं । 
प्रतः ?।7, के दिवकोज्या (0,0)-5 
४४, आड ? "2272 बट 
>शच- आर 50/-9)7 /श०- गो 








.20 दो सदिशों के बीच का कोर ज्ञात करना (7० गत 6 कड्टा० 
#लत्तश्णा (७० ९००7७) 
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किसी मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष, माना दो बिन्दु 9,, ९५ के स्थिति- 
सदिश 7५, २५ हैं और उनके निर्देशक कमणश: (से, उफ़ ये, (फक >$ के 
बनने 
वी 00,5-7] ०, +यंन या: 
न्न्ने 
07,--२४च-२्क्ष +3'व + खाः 
आछ्ल 2) 55 श््घ- ४ 
माता ह। और /, के वीच का कोण 6 है। तो 
#7,१--०070/१+ 07,2- 200,.07, ८०56 
या ००४० ता न (2 - शि02 
नाल 
किस्तु [/ चाप च्क्‍्र न कं थे और ॥ 
(के 
() श्रौर (2) से 





(0०४ 6 उ+ 22 का ५४ जब. ८८ अल ?/आ 
2/जत्ा -उअ्य 
सतिशितीए02फ थक ५ (3) 
गा 


के >> 
यदि (|, हक 2) (ककरशे, 002 और 00, के दिक्कोज्या 


ह्दोतो 


हु 
(चलाए, आपत्ताए, खुरूूओ- गौर 
्् ज 


ख्‌ 
हक 2 22 
पैनत--3 2५ ८5--है, गु+॑ू-ह.. 
४ कक 5 
अतः (०05 8च57/9+मपुणा३ +स्परछ > 4) 


समीकरण (4) से हम आ॥ 6 और ४27 6 का माने भी प्राप्त कर 
सकते हैं । 
उदाहरण :-- 

तीन सदिश, जिनके परिमाण ०, 2०, 39 हैं, एक ही विदु पर मिलते 
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हैं; श्रौर उपकी दिशाएँ एक घन के तीन झासन्‍्न तलो के विकर्णों की है तो 
उनका परिणामित ज्ञात करों । 
[लखनऊ 5, 58, व. हि. वि. 54, दिल्‍ली 62] 





मात्रा स्दिश 9, 28 श्रौर 38 घन 0/स्‍१90 [94 के विकरण 
07. 0४ झ्लौर 0 की दिशाप्रों मे हैं। भौर 0#, 0५, 02 को दिशाओं 
में इकाई सदिश ३, |, ४ हैं । तो 





ता की मी । 
ल्हः जा है आ ज्ह्ञ । न 
हनन न्‍ नल. शव ट 
क्त्ल्मुकक्ी के उन्त्म 0) 
पद सा उठ उब | 
पल उ्रत के उक्त 


बजे 
योग करने पर परिणामित 75-0,+- ठ्प् रन ठप 
उ्द् बंद 
आह कद का 5 


7? का मापाक ब्टा- 


चर हे उठक्क पहक्ा उल्ला 7 
ब्रज कूा54 
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2. यदि किसी त्रिभुज के शोर्ष ०#+०५०-०३६; शा» +- 
28,६, ८४+००+ ८४६ हो तो भ्रुजाओ द्वारा निरूपित किए गए सदिशों को 
ज्ञात करों, और भुजाओो की लम्बाई भी ज्ञात करो। [लखनऊ 53, 
प्रजाब 56, विक्रम 62, कर्नाटक 62] 


माना किसी मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष #, 8, ८ के स्थिति-संदिश 


ै 
0 
ह्ठ ए 
््न्न्के 
08 55०॥ +*4,+ 44७ 
ब्नन्के 
085-0|+ #2+8३॥५ 
काला 
0(९--८०३४+ <आ+ ८३४६ हूँ! 
जनक न 
#8--09 - 04 5-(९३+ 8४2-+ 6080) - (गा + छा 4३०0 
उ्ू(86,«०,४५ (७५-०५॥+ (७७-३७). (व) 
इसी प्रकार 
>> 
छ९--(१ + शऐ्ल+ (८ + 8५४+ (०३ - ?३)६ > डी 
>> 
और 0९७७० - ०१५ (०५ - ०३४+ (०५ - <३ ६ वि 


६३ ।“+-++ 55 
भुजा ४8--#8।5> /<(७, - गे); 





जे 
छटज-एएट ज_डन- शो 
जे 
(९8 ७०९७-२ /०- व 
3. यदि ? और 6 के स्थिति-सदिश क्रमश, + 3 - 7: और 
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लत 
5 - 2]4-4% हो तो सदिश 0 का मान तथा उसके दिवक्रोश जात करो । 
माना मुलविन्दु 0 है 





४#+2/-7/# रि 


न्न्> 
07#-+ 3) - 706 


न 
00555 - 2]+ 4४ 


>> >> >> 


?९0-००९- ०९ 
#(5- 2]+40 - ७+ 3] - 700) 


न्ू4> 5[+ 8 (१) 


शक >त+-++7-7._२६5३: 
ए0 का मापाक ८ वश्य5सका]2-9 /2 
न 
«« 70 के दिवकोज्या 
4 5 ]] 


गज हा उस है 


[चूंकि ९०05 0 5 रा इत्यादि] 


4. सदिश # श्रौर ७ के बीच के कौण का उपा (१०) ज्ञात कक्‍से 


जबकि बन्5 3+] न-४& झौर ४७८23 - 24 +-4॥ लिस्नऊ, 60] 


हल: 8 का परिमाण- _/324-8+ !2 +> व] जज) 


४ का परिमाण -+ /22+-722+३१-2 / 6 .(2) 
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9 के दिक्‍्कोज्याः (ऊ््त कं पेपर सनक |... >(3) 





$ के दिक्‍्कोज्या सू (ता भर 


सावा ॥ और ४७ के बीच का कोरा 6 है। तो 


७७३ 6555 ५ 
3.] -- ]]+2 [ 


न स ».(5) 


नल) 





प्रश्नावली 2 
। किसी त्रियुज #80 के शीर्ष & (2,>,- 3); 9 (4, 2, 3); 


न्न्के न्न्के 

(६6, 3, 4) हैं। तिद्ध करो कि #9--(2, 3, 0) और /४०-७ 
(4, 4, 7) है और उनकी लम्बाई क्रमश, 7 व 9 हैं। उनके दिककोज्या 
क्षात करी + 

2 8, 8, ८, 0 बिच्दुओं के स्थिति-सदिश क्रमशः 2+3]+ 58; 
६+ 2] + 3४,- 5६-4३ - 2७ झ्योर ६+- 0-- )0% हैं। तो सिद्ध 
करी कि ४8 रेखा 00 के समानान्तर है। 

3. छिद करो कि विन्‍्दु 


ई+श+38, श+3]+8, 3+उ+ 28 एक समवाहु तिभुज 
बनाते हैं । 
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सिद्ध करो कि तीन बिन्दु जिनके स्थिति-संदिण ऋण: 3- 2|+ 46, 
44-4+%, -+4]- 25 हैं एक रेयस्थ है । 

[संकेत : &( को 8). ५ | के अनुपात में बादता है] 

बदि ९, 0, ६, $ के स्विति-संदिश 20+-4४, $4-3/3$ +45, 
-2./3) +5, 2+] है तो सिद्ध करी कि 75, ऐए के 
समानान्तर है श्रीर है ?0 के वरावर है (गोरखपुर 62] 

बजिभुज 880 का परिमाप ज्ञात करो जिमके शीर्ष (3, 2, 5), (७ , 
-), 9) और (0,- 5, )) है । 

मंदि दो सदिण समनास्तर हों तो सिद्ध करो कि एक के घटक दुसरे 
के घटको के समानुपाती होंगे। श्रन्यया सिद्ध .कट़ो फ्रि विन्दु ((०2 
- 80), (8- 2080 प्रौर (0+ 3+ 70) संमरेख हैं । श्र यह 
भी ज्ञात करो कि 3, ८ को किस प्रनुपात में वार्ट्ता है । 

(राज, 96) 
ब्रिभुज 69९ की भुजाम्रों की लम्बाई ज्ञात करो जिसके शो 
# (2, 4,- 3), 8 (4, 5, ), ८ (3, 6-3) हैं। सिद्ध करो कि 
त्रिभुज समकोशिक है । ४४ के दिवकोज्या (१.०) ज्ञात करो 

(राज. 66) 
बिन्दु 0, 8, ४ त्रिभुज #80 की भुजामों 80, 24, &छ8 को क्रमश: 
4:4, 3 : 2, श्रौर 3 : 7 के भनुपात में बांठते हैं तो सिद्ध करो कि 
संदिशों #फ, ए४ ६ का योग सदिश के समातात्तर है । 
जबकि ६, &8 को । : 3 के अनुपात में बादता है 


2 
केन्द्रक तथा प्रारम्भिक भौतिक अनुप्रयोग 
2.] केन्द्रक (८७४०१) 
माना / बिन्दु जिनके मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष स्थिति-सदिश 8, ९, ९... 
हैं हो बिन्दु ५ जिसका स्थिति-स्दिश 


ब्ज> 7 
0055 # (४+9-+-८०- - ) ४० है 


है इनका केन्द्रक (0८४४०४०) कहलाता है । इसे माध्य-केरद्र (ण८४७ 
८८7४५) भी कहते हैं । इस परिभाषा को निम्न रूप से व्यापक बताया जा 
सकता है । 

यदि # बिन्दु 8, 8, ९... जिनकी सहचरी-सख्या (8$50लेंक्राट्व- 


ए्रण्णाण्था) #, 4, *- -. हैं (जिनका योग शून्य न हो) तो बिन्दु 0 जिसका 
स्थिति-सदिश 


66--7-+३ + #७+7०+ बे *+ बन्द 
2+4+7+.... 
है, उत विन्दुओ का सहचारी सरूया 2, 4, !.... से सम्बन्धित केम्द्रक कहलाता 
है। 
विश्वेष स्थिति मे, दो बिन्दु *, 8 का केग्द्रक जिनकी सहूचारी-सख्या 
2, १ हैं, #छे को 9 :/ के अनुपात मे बाटता है । क्योकि 


ु 
09 - 2 व लत 
हलक (2) 


प्रमेय .. बेन्द्रक मुल-विन्दु वी स्थिति पर निर्भर नही होता । 
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माना बिन्दु #, 8, ९....के स्थिति-सदिश, मूलबिल्यु 0 के सापेक्ष 
9, 0, ५,...हैं। भौर 0" एक ऐसा बिन्दु है जिसका 0 के सापेक्ष स्थिति- 
सदिश ४ है। प्रब 0! को नया मूल-विन्दु माना तो बिन्दु ४, 9, ९.... के 
मूलबिन्दु 0' के सापेक्ष स्थिति-संदिश क्रश 2-७ 0०६ ९० 8,....है । 


यदि भ्रव /, 0, 0 ...का केन्द्रक 5' है तो 


०0 १-४ कै 
१५ की 
॥&। 
0/6/ न 7४) + (0 - %)--१(९०- ६)+ .... 
2#+4+7+०..« 
व्ीवजी कि काल .. 
आल पतली 
ेटनन ब्ल्न्त 
*700-% «5 0'6. 


भ्रदः बिन्दु 9", ७ पर संपाती है और केन्द्क मूलविन्दु की स्थिति से 
स्वत्तन्त्र है । 

प्रमेथ 2, यदि0, , एक बिन्दु-पद्धति 6, 8, ८ ...का केद्रक ह्ठै 
जिनकी सहचर-सत्या », 0, ? हैं शोर 0, दूसरी पढति &', ४, 0!.... 
का वेन्द्रक है और इतके सहचर-भ्रक /”, ६“, / हैं। तो सब विच्दुओ का 
केख्रक 0 दो बिन्दुपओो 0,, 0, का केन्द्रक होगा झौर उनके सहचर-प्रक 
(+ककरन «जे और (/+4+/+....) हैं । 

माना मूल-बिस्दु 0 है। तो ह 

के 


005, ##-४५ १७-+-7.८+- ... __ 379 


#2+ 4रन-॥ + ५७. त्फँ >न|4) 
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>> 
00, 55% ४/ +9 ४ 47.० +.. _5//9/ 


#किक कर कि. ञ् 





ब_-(5) 


यदि 0,, 06, के सहचर विन्दु 57, भौर 57” हो तो उतका केन्द्रक 
(6 एक ऐसा बिन्दु होगा कि 
>> ब्ब्न्न्नन्के 
006--00 ४० + 00, 57 
ब्कक्ड्छ 
जब +99-+-7०५-.... +#४ +4५॥-+7 ८ +- 
झ््क्डफ 





वि] 


(6) से स्पष्ट है कि 5 सब बिन्दुश्नो को सयुक्त पद्धति का वेन्द्रक है । 


यह प्रमेय किन्ही उप-पद्धतियों के लिए भी सत्य है। प्रत्येक पद्धति के 
केन्द्रक को एक विन्दु द्वारा व्यक्त करके उसका सहबर प्रंक उस उप-यद्धति 
के सहचर अंकों का योग होगा, झर्थाव्‌ ७४. ! 
2.2 संहति-केन्द्र (0855-९ध॥7७). 

यदि कई वरा जिनकी सहति 7), ?०, ै5००--है, श्र ऐसे विम्दुओं 
पर स्थित हैं जिनके स्थिति-सदिश त्रमश 7), 7५, 7५, .- हैं तो उनका सहति- 
केन्द्र (0855-0८0/7०) उन विन्दुओ का बेन्द्र होगा व उनके सहचर-प्र क 
गा], 70५५ शा३-०« होंगे । झतः किसी भी पद्धति में सहति-केन्द्र ऐसा बिन्दु ७ 
है कि 

गत 

005 ग्च्न्म्या #शाआउन एन 

का + शा; नी साधु नै “+ 


ता) 





समीकरण (]) में यदि 0 के निर्देशाक दिए हुए हो दो हम इससे 
अदिश समीकरण का तिगमन (9:07८४:07) कर सकते हैं । 


माता बिन्दु (६५3३५ 2), (५, >> 2) (५, >% सै ००० पर 
सहति-कण #8|, 79, 773----स्थित हैं। और झायतीय निर्देशाक पद्धति 
(छपरा ता उ९एॉकएड्ए॥-0000क्‍7930). 05, 0४, 02 मेँ यदि मूत्र 
बिन्दु 0 है। भोर , $, & क्रमशः 05, 0५, 02 की दिशाओं में इकाई 
सदिश्ञ हैं । तो 


2.3 
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इ्तुस्त्क्जं क#जपन भाप 
घ््खश न अश| लः ब्रा 
इ३सत्झक न उझ ने टक्पस 





माना वेन्द्रक 0 के निर्देशक (<, », 2 हैं) तो 


45538 २० ५७ 
ठठचच्अऑ+फ+आुक्क, ......../|र॒|॒यआयऑआऑआऑआऑआऑआऑआयआयआथआथआथ हल (2) 
केन्द्रक के सूत्र से 
के हि ही हु दे 
09--४ + 3] + मै >+ झा (अप के न 2४)- 

घ्णाः्‌ 
नल इक नी २७४ ण७ं ५ 50726 + ४७, 9५)+ 507,2,)6 परी 





डक 


(3) में दोनों ओर $,),४ के गुस्माकों की ठुलना करने से 


लक 350१5)) है। 
झ्गा्‌ 

>च्ुझऋाग) ै, 
ड्ण्प 


,(4) 


25(४४॥2)] 


ड्फा 


स्थिति-सदिशों में एकधात-सम्बन्ध + (ाश्या आशेकराणा ऐश- 
ऋष्छा 9०४४०७ १९७एणा५ ) 


नमन ननका 


सिद्ध करो कि यदि किन्‍्ही स्थिर-विन्दुओओ के स्थिति-सदिशों में एक- 


घात-सम्बन्ध (05७ एरए४70०0), भूल-विन्दु की स्थिति से स्वतन्त्र हो तो 
उसके लिए श्रावश्यक और पर्याप्त प्रतिबध यह होगा कि उनके ग्रुणोकों का 
वीजीय योग शुन्य होना चाहिए 


या 
सिद्ध करो कि सम्बन्ध 


मधाभ न-गएग३ के कद + ५. ००0 (१) 


[का शगडुम....ग्रदिश है] 
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मूलविन्दु को स्थिति से स्वतन्त्र होगा यदि और केवल यदि (ए 208 
ण्याह ए) 


सर्प केशए्नसाउनी चत0 न 

माता #॥. ह७ ---है७, ॥ बिन्दु हैं जिनके स्थिति-सदिश किसी मूल" 

विन्दु 0 के सापेक्ष 9, 9), 9४ हैं और 

झुथ ... उू0 

माना नया मुलबिन्दु 0! है और इसका 0 के साप्रेक्ष स्थिति-सदिश 
६ है | तो विन्दुओं 8|, ह2----/+थ। के 0' के सापेक्ष स्थिति-सदिश क्रमश 

8] “5, 9,-), 9३-४६, हैं। > (3) 

(॥) प्रतिबन्ध भ्रावश्पक है | (॥॥6 ८०४१॥७०॥ ॥5 ॥९८८५5५.) 

दिया हुआ्ला है कि सदिशो के बीच का () के झ्राकार का सम्बंध मूल* 
बिन्दु की स्थिति से उदासीन है। तो हमे सिद्ध करना है कि &४,50. 

उपयुक्त प्रतिबध से 

का। (0-५) नी रण (0३ -६७)+-४७ (8३ - ६) + «० ७" २0 

या (शक ने ए३०३ -- छा) ५ (0 न श३+ एप ४००0 


न (व) 
() और (4) से 


का। न हा। + .... नी एए७ न्त्0, (5) 
अत; प्रतिवध झावश्यक है । 

(2) प्रतिबन्ध पर्षाप्त है। (॥॥6 (थ्राताधणा ॥ इणी।लंधा।) 

दिया हुआ है कि 

इकाब्य-0....(7), एक 0 जे 
माना मूलविन्दु को 0 से 0” मे बदलने पर () मे 

हा (श - ४) न २३ (3५ -- ६).... च्च्जि 

या () और (6) से 

(एपश्य न ३9५७-०० नी हाफ) + (एम न-7ा9 के |... हार 

ज_ः0-0 550. (६ के सब समान के लिए) 

अत: प्रतिवध पर्याप्त है ॥ 
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नोट:--अनुच्छेद 2. से केन्द्रक 6 से 
्न्जे 


00--7--/?8 + 40 -- 7० -- --«« 
हनीप+शक 
या #9+ 4० +-7०+ .... >+(2+4+7 -..)१ ऋ 0. 
गुणाकों का योग 
ब्कर्नकूनीर के - ना४+4+7+--») 0. 
इस प्रकार केन्द्रक मूल-विन्दु की स्थिति से स्वतन्त्र है । 
2.4. कुछ साधारण भौतिक प्रनुप्रयोग । 
(80776 छा॥ए6 ए॥५४०३॥ #50॥०4॥075.) 
झब हम यान्त्रिकी (॥८0॥0॥05) मे सदिशो के कुछ प्रारम्भिक अनु 
प्रयोगो पर विचार करेंगे । 
() विस्थापन श्रौर वेग (3:59]9०८०९॥॥ 209 ४९॥०८४(५) 
विस्थापन का सान प्ौौर दिशा दोनों होते हैं। इसलिए यह सदिश 


जे 
राशि है। किसी बिन्दु वा & से 9 तक का विस्थापन सदिश #9 द्वारा 
निरूपित किया जा सकता है । यदि एक कण & से 8 तथा फ़ से 2 


जे 
तक विस्थापित होता है तो ग्रन्तिम विस्थापन सदिश-योग ४0 द्वारा 
दिखाया जा सकता है । 


आर्थात्‌ 
>> ज्ण्य्कै ब्> 
4 +- ४805-8९. * 


यदि दो बिन्दु ७ श्र ९ दोनो ही गतिमान हो तो उन्तके बीच की 


पररपर दुरी एक सदिश राशि है, जो सदिश कक हारा निरूपित की जा 
सकती है। ? के सापेक्ष 0 की स्थिति निम्न प्रकार से होगी । 


ब््कः 0 ब्क 


शक 

00४७-0ए+ ४९९. 

किसी कालान्तर में 0 का एऐ के सापेक्ष विस्थापन उतकी परस्पर 
स्थिति में उस कालान्तर में परिवर्तत के बराबर होगा। यदि किसी 
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समय के प्रारम्भ मे दो बिल्दु ? और 0 पर स्थित हैं और एक बालान्तर के 
अन्त मेवे ?” और 0! पर हुँ ठो इस कालान्तर में परस्पर विस्यापन 


्ज>, >> अल 5 
मदिणों 70" और ९0 वा सदिश-अन्तर 70 - ९0 होगा 


सापेक्ष-बेग (७३४५८ ६श०लाओं :-? के सापेक्ष 0 वा सापेक्ष- 
देश, (0 की ४ से सापेक्षिक स्थिति की परिवर्तत की दर है । 


माना ? और 0 क्रमश समठेग ण और + से गतिमाव हैं। और 
माना इकाई समय में ९, ९” घर है और 0, 0! पर ! परिभाषा केप्ननुसार 
उनकी सापेक्ष-्यति इकाई समद्र मे उनकी परस्पर स्थिति के परिवर्देत की 
दर के बराबर है। भ्र्वात्‌ 





कक न 
मापेक्ष गति? 0 - ए0 


के 
(0९ - 07)-(00९-०९) 
ज|(00' - 00)- [07 - 00) 
ज>्500'- एए! >४-छ ल्ज्जी) 
औत. ? के सम्बन्ध में 0 की रापेक्ष-गति ड्िसी मूलबिन्दु 0 मे 0 
और 7? के गति-संदिशों दे अन्तर के बराबर है । 
(2) संगामी बल (0०७८एाव्यां गिब्व्श 


बेल का परिमाण और दिशा होती है। इसलिए उसकों मो एक 
सदिश द्वारा अभिव्यत्त शिया जा सत्ता है। परन्तु व को कार्यद्णा 
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निश्चित होती है । यदि इसके कार्य करने की रेखा में परिवर्तन किया जाए तो 
इसका प्रभाव भी बदल जाता है। परन्तु दो संगामी बलों का गतिज प्रभाव 
एक हो सदिश, उतका सर्दिश-योग, के प्रभाव के बराबर होता है, जो 
इसका परिणामित वल होब्रा है और उसी बिन्दु पर कार्य करता है। यदि 
कुछ बल 0), ४, ...) किसी वस्तु पर कार्य करें और उतकी कार्य-दिशाएं 
एक ही विम्दु ? पर सगामी हो तो उन सव बलो के समान एक ही बल 


छ «7, +ए३+ छल्च्ड्छ 


इन वलो की पद्धति का परिणामित-बल (&८४ए/७॥) कहलाता है । 
परिएामित बल 7२, सदिश-बहुभुज द्वारा भी ज्ञात किया जाता है। अर्थात्‌ ऐसा 
चहुभुज जिसकी सरुजाओों की लम्बाई श्रोर दिशाएँ सदिश 9, 9,....0, के 
समान हो और ४£, 73, ?& --के प्रारम्मिक सिरे क्रमशः #,, 8५, 59.... 
के अन्तिम सिरे होते है। साधारणतया यह वहुमुज बन्द या एक ही समतल में 
नही होता जबतक कि बल सतुलन-प्रवस्था भे या समतलीय न हों । 


_न्कृ. #य्क 
बहुमुज का यदि है प्रथम सदिश है और 08 झन्तिम सदिश है तो, 
2 
परिणामित सदिश #४ होगा 
बने 

६५०-#९५८- ६९५ 

यदि संघ वलो का सदिश-योग शून्य 
हो तो बहुभुज बन्द होगा। उस अवस्था में 
बलों का परिणामित ही शून्य होगा और 
वस्तु साम्यावस्था में रहेगी । यदि परिणा- 
मित बल शून्य हो तो किन्‍्हीं तीन दिशाओं 
में बलो के धटको का प्रथकू-पृथर योग शुन्‍्य लि 
होगा । इसके विलोमत” यदि किम्ही तीन #& 
दिशाओं मे बलों के घटको का योग शून्य है 
तो उनका परिणामित बल भी शूम्य होगा।या बल सतुलन अवस्था 
मे होगे | भ्रतः किसी बिन्दु पर काये करने वाले बल यदि संतुलन अ्रवस्था में 
हो तो उसके लिए झावश्यक और पर्याप्त प्रतिवन्‍्ध यह है कि बलों के किन्ही 
तीन असमतलीय दिशाग्रो में घटकों का प्ृथक्‌-पृथक्‌ योग शुल्य होता चाहिए । 
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(3). लामी प्रमेय (0775 70३००) 
विशेष रूप से यदि उपयुक्त दिष्ट-बहुभ्ुज मे तीन वल सतुलन ग्रवस्था 
में हो तो बहुभुज त्रिभुज हो जाएगा | सदिश 7५, 7.,, 7५ तब समतलीय होंगे 
और प्रत्येक, दूसरे दो सदिशों के बीच के कोर के ज्या (॥॥6) के समानुपाती 
होगा $ 
माना #,, ह2 .--ह», ० बिन्दु हैं जिनके स्थिति-सदिश किसी मूल- 
बिन्दु 0 के सापेक्ष 7;, 72, 7५ --.७ है। तो उनका परिणामित-सदिश हे है, 
श्म्कः जब जज 
ए>-३४४--0#॥+0/,+ .. 08,. 
++ 
बच 00. 
जबकि 6, 8, /५ -#० का केन्द्रक है। यदि बिन्दु 0, 0 पर 
सपाती हो प्र्थात्‌ यदि मूल-विन्दु ही केन्द्रक हो तो बल संतुलन-अवस्था मे 
होगे । 
उदाहरण न० . एक ब्यक्ति पूर्द की ओर 8 कि०मी० प्रति घम्टा 
की गति से जा रहा है। उसे प्रतीत होता है कि वायु सीधी उत्तर की ओर से 
झा रही है | वह झ्पती गति को दुगुना कर लेता है तो वायु की दिशा उत्तर-पूर्व 
से प्रतीत होती है। वायु की गति ज्ञात करो [राज० 63, लखनऊ 6]] 


्ननन्के ब--म्के 

माना और | क्रमश पूर्व (075) और उत्तर (0/9) की दिशाग्रों में 
एक कि० भो० प्रति घन्ठा को गति निशूपित करते हैं । 

ब्यक्ति की गति 558+-0] न) 

माना बायु की गति ऋच्झं+/) हि 80 

व्यक्ति के सम्बन्ध में वायु की सापेक्ष-यतरि 

चय+3)- (4-0) 

(४-8) +#ं >> (3) 

परन्तु यह दिया हुआ है झि सापेक्षण्रति की दिशा उत्तर की ओर 
पे है, 
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अर्थातु--] के सभान्तर है । इसलिए 
(3) में $ का गुणाक शून्य होगा ३ 


9-20 

यो 5-0५ 4) 
अब व्यक्ति ने ग्रपनो गति को दुगुना कर दिया, इसलिए अब गति 
#ै6+0]. > (5) 


वायु की ग्रव सापेक्षन्गाति 

अल आ)-6 

ब्८(४- 6) +-33. नन्6) 
परन्तु यह उत्तर-पूर्व की ओर से है, तो और $ के गुणाक सप्तान 


होगे ६ 
न ४ 655८5 + 2. + (7) 
(4) और (7) से 
स्ब्- 8. न्ज्5) 
“* बायु की गति सू+ह- 8]. ल्न्(ो 
अर्थात्‌ 


उत्तर-पेश्विम की ओर से ६ 
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इसका परिमाण जत्डे /2 कि० भी० : प्र. घ. 


उदाहरण न० 2. 

9 और 0 दो वल किसी विन्दु 0 वर कार्य कर रहे है और उतका 
परिणामित बल २ है । यदि एक तियंक रेसा उन कार्य-दिशाओ्रों को ऋमशः 
बिन्दु &, 8, 0 पर काटती है तो सिद्ध करो कि 

४9.० _४ 
ठहर का ठह 
[श्रागश 49, 65, लखनऊ 49, कलरत्ता 63, राज० 66, 68]. 
माता बिन्दु 0 के सापेक्ष 8, 8, ८ के स्थिनिन्‍्सदिश क्रमशः 
9, 9, € हैं । तो 


५ || 





हक क्‍ै 


ब्क्कद हल लय 
08 की दिशा में इक्राई-बल 


बल * (3) 
0. 
# फ्ब् बडी 
न एच डा 
९2 08 
इसी प्रकार 
न्> 
छ 
बल एक 3) 
बजे 
और बल ५ अर न्> व) 


0८ 
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गम एल 0. (5 
पाठ, का ठह () 


परन्तु &, 9, ८ समरेख हैं इसलिए 8, 9, ० के ग्रुणाको का बोजीय- 
योग शून्य होगा । 


ए 09 छू 

दया 20आ 0. नम ब्च्0 
ग्रतः (६ कर ठठ 
आन / 24 


08 08 0९८ 


नेक १: *न्‍े: 
नोट:--यदि ?, ९ का परिणामित बल रि न हो परन्तु ऐ, 0 और 


जनक 
3९ तीनो बल संतुलन-प्रवस्था में हो तो 
ए [0] हज 
० अ तल 
च्न्के. नर अन! 
(क्योकि 0 +०0 ८5-४7.) 


उदाहरण नं० 3. 

कसी समानातरफलक (99॥2८७.96०) के चारो विकर्णों तथा 
सम्मुख किनारों के मध्य-विन्दुओं को मिलाने वाली रेसाए एक ही बिन्दु 
में से निकलती हैं जो प्रत्येक का समद्विभाजन करता है । 


माना 0808८[.थ४ एक समानान्तरफलक है झौर ] विकर्ए 09 
का मध्य-विन्दु है । 
कक 
माना 0855०, 


अमण्थ्वू 
08--%, 
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ले 
0९0>चट. 


जज अरे अऑओ नर 
ग्रव 0045--08& + 80 + 09%, 


नत3-+-9+ ८९. न्न्दा) 
हक 
0 --३ (३७-८०) ३ | 
हि 8 । 
. 5 8 

कै $ ब्0 

हैक 24 तल 
माना विकर छा, दा मब्य-विन्दु 7! है तो 
0 स्टंट >्() 


(2) और (3) से स्पष्ट है कि १7, । पर सपाती है । 
इसी प्रकार 0, 0, ।."/ और 08 के मच्य-बिन्दु हैँ तो ? पर 0 के 
स्थिति-सदिश क्रमगः 
24-- 20+ 9 य हि. है 
2 हि 
अ--9-+-८ 





+« 70 क्षा मध्य-दिन्दु है जोकि । पर संपाती है । 


अब: विक्सो तथा सम्मुख जितारो के मध्य-विम्दुओं को मिलाने वाली 
रेचाएँ एक ही बिन्दु ] वर सग्रामी होती हैं । 
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उदाहरण नं० 4. 
एक करा पर कई बेल-कैंद्र कार्य कर रहे है शिनमे से कुछ तो 
उसे प्राकपषित करते है भौर बुछ प्रतिकपित करते हैं। परन्तु प्रत्येक बल 
उसके केन्द्र की कर से दूरी के अनुलोमत. विचरण करता है झौर भिन्न-भिन्न 
बल कैर्द्रों वर बल का परिमाण भी भिन्‍न हैं । सिद्ध करो कवि उनका परिणा- 
पित बल एक नियत बिन्दु मे से गुजरता है चाहे कण कही भी हो । 
[झागरा 40, विक० 62] 
माना कण 0 बिन्दु पर है, शौर 9, ?, .«.ऐ५, बल-केन्द्र हैं। 
मुलविन्दु 0 के सापेक्ष माना है, र:--- के स्थिति-सदिश '्रमश 9, 8, € 
की ओ। 
माना बल #[9, 7७४ ४३९ हैं । 
जबकि ४], ४५६ ४३ “धर्म या ऋण स्थिराक हैं उनके प्रतिवर्षन या 
आकर्षन के गुण के भनुसार- 
परिणापित बल छे है, 
हि --॥]३+ ४४7 | ४45९ न "०० ००»«> *()) 
यदि 9, 0, ९+ «के सहचर प्रक #], ४), ४३०-«हो तो उनका 
बेख्क 0 ऐसा बिन्दु होगा कि 
ठठे >४+फ पष्+ 
हु क ४४४ ४७० 
(।) भौर (2) से 





जज 2) 





5५ आर बट 
म-०(४| +-४| न४३ + »») 00 +>000, 

(६स्त€३ न 6५ ४३५--स्थिराक है ।) 

शूंकि केन्द्र 0 मुलविन्दु 0 को स्थिति से विमुक्त द्ोता है इसप्रिए 


6 एक वियत बिन्दु है। परत: परिणामित-बल ३ ग्नचर बिन्दु 0 ये से 
गुजरता है । 


उदाहरण ने० 5, 


झाठ करा जिनकी संहति |, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ग्राम है क्रमशः 
इकाई धन के कोनो पर इस प्रकार रखे गए है कि पहले चार एक समतस 
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88८7 के कोनो पर ओर दूसरे चार इन कोनो के सम्मुख समतल पर 
प्रक्ञेप ऐ, 0, 7२, 5 वर । तो इनके सहति-केन्द्र के निर्देशाक ज्ञात करो ॥ 


48९70 ९९४२६ एक समानातरफ़लक है ॥ 





_ 
८ रे 
8 / हि ८ 


माना बिन्दु ह के सापेक्ष, ?, 8, 0 के स्थिति-सदिश क्रमश. |, |, & 
है। 
९, ९, २, $ के स्थिति-सदिश क्रमशः 
3+4, 4+%5, ++4++४ झोर 7+ ६ होंगे ॥ 
सहति-केन्द्र 0 का स्थिति-सदिश 
ध् 
40 ++ 
4.0+ 27+ 3 ([+%)+4.0-+ 5 + 6.6+)+ 70++%)+8(+ ») 
]+2+3+4+5+6+7+8 
__ 26:+88+22६ __ 4344-9[+ 79. 
36 ॥8 ५४ 








के ३. 9३ | वा 
|5 5 नशा 


ह8 ]8 





सहति-केन्द्र 0 के निर्देशक 


५ (् हा (28 ) 
8 3 न्‍8/7 
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उदाहरण नं० 6. 

यद्दि बिन्दु 0 पर कार्म कर रहे समतलीय बल ह,, 7५..- है, घतुलत 
अ्रवस्था मे हों श्रौर एक तिर्यक रेखा उनको कार्य-दिशाश्रो को बिन्दु 

[., ..-«« पर काटतो है तो सिद्ध करो कि 


हि छ् 
अठ्चः 9 
ण्न्क 
रिपा 0. घन होगी यदि वह 09 की दिला में है ।] 
[ध्रागरा 48, लखनऊ 56] 





० 


पाना /,, £६....ि तिर्यक रेखा ?0 के साथ 6|, 08.«.9॥ का कोण 
बनाते हैं और 00,, 0 से 70 पर लम्ब है । 
माना ?0 के लम्बवत तथा ?0 की दिशा में इकाई सदिश | और | 
है। तो 
न्न्> 
बले ए, रू 7. ००४ 6, 4+7 आ॥ 8 3, 
का: 3 
७42 क्ू 9 ००४ 82 /+ 7३ आ। 6५ +; 


चर 


# 3 नन 70 ००5 83 + 79 #ं0 8५ $, 
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>> 
क» कि, उस ि, ०03 6, ++ 7 आ। 6, |. 
इनका परिणामित बल 


प्लस (कक ९०६ 6, + 8, आए 6: 3) 


व 


| ७४3 


व 
] |] 
कल 3 (8; ००४ 98,)+-(४ कि 0 6,). 
१40] फुव्य्क 
परन्तु वल सतुलत अवस्था में है। इसलिए | और $ के गुणाक शून्य 
होंगे । भरत 
कय आग 64+ ५ शा 62+ «७.० ॥॥ 6, 75०. (4) 


यदि 0 से 70 पर लम्ब 0.559 तो 


7. 

भा 0, न्द्तार ४आ 8245 ठट ॥ + श्र 6॥स5 ०्पु (2) 
() झौर (2) से 
कप कि मे, 
शक + थी +....१०८-०. 
कद ठ; “का 

पे, . ढ़, हर, 

कक सर लव, 0, बह0 3 

गम +क,ा ता (2 


च्रूकि 9750, प्रन्यधा 07.., 0.., 07,, सब शून्य होगे । 
उदाहरण न० 7. 

यदि # और ४ अझसरेख-सदिश हो तो सिद्ध करो कि बिन्दु 

म१कआफ.. (+5, 2, 3) 


समरेख होंगे यदि श॥लौर केवल यदि 
॥ का | 

ख्ख्यु 3 च्ज्0 

7 ०3 ॥| 





अत्तः सिद्ध करो कि बिन्दु 8- 29 4-3०, 2284-39 - 4९, > 7#+- 
00. समरेख हैं । नागपुर 63] 
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माना तीन बिन्दुग्रों ॥, छ, ८ के स्विति-सदिण क्रमशः 
॥/8 + ह॥ 9, /28 +- 7020, 29 +- 7783 हैं । 
यदि यह समरेस होंगे तो 


माना #8 : 80 2 
तो बह न (॥8+ 770) +- (६७ + !9०) 


की 
या (3//+7) - ०३७) 3 + (3ह३ न 809 + था| + 2४३) 75-0० 
# प्रौर 9 के गुणाक्रों को शून्य करने पर 








॥,-३, 

6 हे और (2) 
/४ आकलन ले (3) 
॥(/] न /ु 

(2) और (3) से 


#7; *- 22 
क्र -- गा 





या ((| - ॥) (7७ + हा) ५ (77) + 2५) (0५-४३) * 0, ....(4) 





या।। 0 0 
है; ॥779. 9-77 ज्ऊ0, 
4/॥ ९0 बा] ॥9-77३ 

या।१॥ । ] 
॥ पर #-0, 
कु कु का३ 








भाना बिन्दु 284-37- 4९, विछुओ (7 - 28 + 39," (-79+ 290) को 
मिलाने बाली रेसा को » : ! को प्नुपात में बाँटता है । तो 
2०४4-30 - 4९ 55 ३- 20--30- » (79- 00) 
रैक 
या(230+2+- )9+ (33+3+ 2+7%)9+ (० 43-०4 - 3-03)-50 
4, 9 और ८ के गुणाकों को शून्य करने से 
औैसा- है, *5०- हैं, +_5- 3- 
अतः बिन्दु समरेख है । 
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कसी घन के एक कोने पर स्थित एक कण पर तीन वल , 2, 3 पौ० 
आर, क्रमशः उस कोने पर मिलने वाले तीत समतलो के विकरणों की 
दिशाप्रो मे कार्य कर रहे हैं । तो उनका परिणामित बल ज्ञात करो । 


एक क्षतिज झौर दूसरा ऊर्घ्वाबर से 602 का कोण बताता हुप्रा बल 
ज्ञात करो जिनका परिणामित बल 7? पर» भा० ऊर्ष्वाधर की दिशा 


मे है। 


यदि दो बलो के परिणामित बल का परिमाणा एक घटक के परिमारा 
के बरावर हो भौर उसकी दिशा इस घटक के सम्बबत हो तो दूसरा 
घटक ज्ञात करो । 


किसी घत के एक कोने पर मिलने वाले तोन समतलों के विकरखों द्वारा 
निरूपित क्ए गए सदिशो का योन ज्ञात करो । 

[इलाहदाद 56, उस्मानिया 56, 59] 
ज्ञात करो कि निम्त सदिश एकघाततः आश्चित हैं या स्वतस्त्र हैं । 
छत्त+३]+25, 
ए25--24- 4] -$, 
ह३-3+ 2]-५. 
एक नाथ की पानी के सापेक्ष गति 3:+4] है । श्र पानी की पृथ्वी 
के सापेक्ष गति - 3] है ॥ तो नाव की प्रृथ्वो के सापेक्ष गति ज्ञास 
करो जबकि $ झौर $ क्रमशः एक कि० मी० प्रति घन्टा की गति पूर्व 
और उत्तर की ओर निरूपित करते हैं । 
3 विन्दुओं, 3, 2, 34....0; $, 2, 3, 
का केन्धक ज्ञात करो । 








+ ४, 2, 3., ...५, 


[उस्मानिया 56] 


यदि श॥ दिन्‍्दुओं के स्थिति-सदिश 2 सगामी बल निःपित दरते हों तो 
सिद्ध करो कि यदि उनका केन्‍्द्रक मूलबिन्दु पर सपातो है तो बल 
संतुलन भवस्था में होगे ॥ 


0, 


4, 


केन्द्रक तथा प्रारम्भिक भौतिक अनुप्रयोग 57 


>> ने ः 
यदि दो बल 708 और 708 हों तो उनका परिणामित-वल 


यम ३ 
(॥+7) 00 होगा जबकि ह, #ह को गा गके झनुपात में 
बाँटता है । 


9, 8,  त्रिमुज #फ की मुजाप्रों के मध्य-विन्दु है। गौर 0 


वल्यक? 7 २- की, 
त्रिभुज के समतल में कोई विन्दु है। तो मिद्ध करो कि बल 0#, 05, 
बनते अन्‍ऊे >> 


00 की पद्धति बल 00, 08, 09 की पद्धति के समान होगी यदि 
दोनो पद्धतिया एक ही विन्दु पर कार्य करें। ग्रौर यह भी सिद्ध करो 


खत 
कि प्रत्येक पद्धति 300 के बराबर है, 0 बजिभुज #8( वा 
केन्द्रक है । 


एक बिन्दु 3- | समतल में समान गति से बृत्त बनाता है। बढ़े ]2 
सैकण्ड में एक चक्र पूरा कर लेता है। यदि ग्रारम्म मे केन्द्र के सापेक्ष 
उसका स्थिति-सदिश $ है, और वह $ से ] को ओर जाता है । तो ), 


3, 5, 7, !3, भ्रौर 43 से ० के पश्चात्‌ उसझा स्थिति-सदिश ज्ञात 
करो । (राजस्थान 66) 


किठ्ती त्रिभुज के मध्य-विन्दुओं पर तीन बल मुजाओं के लम्बत तथा 
उनके समानुपाती कार्प कर रहे है । तो सिद्ध करो कि वे संतुलन में 
होंगे । 


(सबेत लामी-प्रमेय का प्रयोग करो ।) 


एक कार 30 क्रि. प्र. घ. की गति सेजा रही है। उत्तमे से एक 
व्यक्ति 0 कि. प्र. घ. को गति से, कार को गति के साथ ।50* का 
कोण बनात्ती हुई दिशा में छलाग लगाता है। तो उसकी पृथ्वी के 
सापेक्ष गति ज्ञात करो । 


दो कसा # और 8 एकसमान (एशंणिएा) गति से चल रहे हैं। एक 
समय उनफे बोच की दूरो 5 पुट है । # तो 8 की और 5 फुट प्र. 
से. की ग्रति से और 8 रेसा #8 के सम्बतः 3ट फुट प्र. सै. बी यति 
से चल रहा है | तो उनकी सापेक्ष-गति ज्ञात करो | 
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के ्न्ऊे 
१5 एक चतुमुंज &800 के बोने पर दो दल ४ और 80 कार्ष वर 
>> >> 
रहे हैं। भौर दो बल ८8 और (0 कोने ० पर ॥ तो सिद्ध करो कि 


>> 
उनका परिणामित-बल 470 है, जवकि ? और 0 क्रमश, (८ श्र 
#0 के मध्य-बिन्दु हैं । 

॥6. कसी समय-पड्मुज के शोर्ष # पर पाँच वल दूसरे शी्षों की दिशाप्रो 
में कार्य कर रहे हैं। यदि बलो का परिमाण शीर्षों की & से दूरी के 
समानुषाती हो तो उनका परिणामित्र बल ज्ञात करी $ 


3 
सरल रेखा ज्औौर समतल के सदिश-समीकरण 


3] परिचय 


आएे के कुछ पृष्ठो में हम देखेंगे क्रि यह सम्भव है वि सरल रेसाप्रो 
या समतलों पर स्थित विन्दुओं के स्थिति-सदिण को, दिए हुए सदिशों तथा 
अर ग्रदिशों (चर प्राचल ४आा।क& एथशााल०) में अ्रभिव्यक्त कर सकते हैं । 
प्राचल के किसी भी विशेष मात के लिए हम संदिश-्समीकरणा द्वारा प्रभ्िश्यक्त 
किए गए विन्दु-पथ पर एक निश्चित बिन्दु प्राप्त करते है। बिलोमते: विरदु- 
पथ पर क्रिमी भी बिन्दु के स्थिति-सदिश के अ्रनुरूव अचल का एक निश्चित 
मान होता है ।॥ ऐसे समीकरण को (एथक्४0९६॥० ८पृपथ।०॥$) प्राचल-सदिप्ड 
समीकरंग या केवल प्राचल-समीकरगणा कहते है । 


3.2 मरल रेखा का समीक्षरण : (#ब४शाता ता ७ 8६. ॥॥९) 


32 (]) सरल-रेखा जो दिए हुए घिन्दु में से गुजरती है तथा एफ दिए हुए 
सदिश के समानान्तर है । 





माना दिया हुप्रा विन्दु & है श्रीर उसका मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष 
स्थिति-सदिश 8 है । और सरल-रेखा सदिश # के समानान्तर हैं। माना 
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सरल-रेखा पर कोई विन्दु 9 है जिसका स्थिति-सदिश 7 है । तब 


चने ने 
7-04 + #7 नन्( 


कब्जे 

किन्तु हैए सदिश ७ के समानान्तर है इसलिए 

>> 

4एज5 ७ 2) 

>> 

(जबकि ६ बोई ब्ततिक प्रक है । फ्रौर /ए < ७ की दिशए एक ही 
है नो । घन श्र यदि दोनो की दिशाए' भिन्‍न हैं तो | ऋण होगा) 

(3) ओर (2) से 

7--98--६ 9. बज) 

चूँकि ? सरल-रेखा पर कोई स्वच्छ बिन्दु है इसलिए £ को भिन्‍त 2 
मान देने से रेखा पर ? की भिन्न-मिन्‍्न थ्थिति भ्राप्त करते हैं । 


अत समीकरण (3) सरल-रेखां का समीकररशा है जिसका प्रांचल 
(भगव्ग्राधाथ) ६ है । 


उप-अमैय * मूलबिम्दु में से हो कर जाने वाली ओर सदिश # के 
समानातर रेखा की प्राचल-समीकरण 

॥-३ 9. कि) 

(९० » शूर्घ है । ) 
32 (2) दो दिए हुए विन्दुओ मे से गुजरने वाली रेखा 

मयना दिए हुए विग्दु & और 8 हैं झितके स्थित्ति-सदिश, मुलविदु 0 
के सापेक्ष और # हैं । ४8 पर कोई बिन्दु ए लो । 


4 23 8 7 
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माना ए का स्थिति-सदिश 7 है । 


का] 
#औ8--८४० - 2. न 
ने 
>>ित-्र (9-9). 
(जबकि । बोर्ड गुणज (0४७७०) है) 
ब्>ऊ बे >> 
> 0१५-०४१?+७0०/४ 
ह्स्छे नी (0+9)ल्‍०(- 7) ३+४ हक १०4 


3 3 सदिश-समीकरगरा से कार्तीय (८क८४०॥9) समीकरण ज्ञात करना-- 

अनुच्छेद 3.2) ()) मे यदि [०,, ०७, ०9 व (5, », 2) क्रमशः 
और ४ के निर्देशाक हैं भौर ), ), | क्रमण श्रक्ष 08, ७४, 02 की दिल्लाग्रों 
भे इकाई-सदिश हैं। तो 

कस, कब] ई+ 4, है 

7-++ 9] + ४४. 

और यदि संदिण ७७८0, ।+ ९५ ]+ 0५ ६- 

ती 3.2] में समीकरण (।) और (3) से 

अंक ४-० + ०, + 2५४) + ५७३ + ४9५ ४.४) ... (१) 
दोनो पक्षों में $, |, ४ के गुशाकों वी तुलना करने मे प्राप्त है 

3ब्-+०[+ 0, 

3 754३५ न 02/, 

श्स््धज न 948, 

या 


औऋ-०ु ४०4३ २-०६, +-। 
3 200 2 (2) 
णु 9 





समीकरण (]]) विर्देशाकल्ज्यामिति में बिन्दु (०६, 4५, 4५) में से 
निवलते वाली रेपा का ममीकरण है गौर इसके दिककोज्या (4.८) 8, 8,, 
3 के समामुपाती है। 
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(2) पुन. यदि समीकरण 3.22 (2) में 9, ७, र के अनुरूप निर्देशाक 
लिखें तो 
झन3)+ श४त(-7) (वा+-ब्छं +०३४) + (0॥+ 3 +725४) 
(3) 
दोनो ओर से $, 4, ४ के ग्रुणाको की तुलना करने से प्राप्त है 
अच्न(] - 7०, +8) 7, 
>-(-7) ०५+ ४०५६ 
ड55( - ३) ०३ ++ 8३/, 





जोकि बिन्दु & (०,, ०३, ०३) झौर 8 (0,, 2५, 2३) में से हो कर जाने 
बाली रेखा का वार्तीय समीकरण है ! 
3.4 तीन सदिश एक ही रेखा पर समाप्त हो (००० फ़िर 

[ग्रश्श १शटण5$ शणाव (शान 09 06 ५३७९ $. ॥0९) 

यदि त्तीन बिन्दु जिनके स्थितिःसदिश 9, 9, ८ है एकरेखस्थ हो तो 
उसके लिए आवश्यक और पर्याप्त प्रतिबन्ध यह है कि हम सदा तीन प्रक 
, ?४, # (सब शून्य नहीं) ऐसे ज्ञात कर सकते हैं कि 

49 4- ॥0 -- 70-50, 

श्रौर 7+#7-०75-० 

प्रतिबन्ध आवश्यक है :-- 

माना तीन #, 8, ९ विन्दुओं के क्िसो मूलविन्दु के सापेक्ष, स्थिति- 
सदिश », 9, ८ हैं । 

औ झौर 8 में से हो कर जाने वाली रेखा का सदिश-समीकरण 3 22 
(2) से 

इतन४१४ (७-०) -. () है । 

यदि विन्दु 0, इस रेखा पर स्थित है । तो 

९--३--१ (७- 9), 

या ९+(४- १) 28- / 95८0. लक ४४ / | 
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माना 7-६, शझास+- ६ सच-), तो 
युरणाकों का योग 
सा न-77+ 7550 
अत. प्रतिबन्ध आवश्यक है $ 
प्रतिवन्ध पर्याप्त है:--माना तीन सदिश 9, 9, ० निम्न समीकरण 
को सतुप्ट करते हैं. 


/ ब -- ॥ा 4 ॥९-८50५ न 
और 4-7#/+॥--0 न्न्ल्द् 
/ से भाग देने पर 
ग् क्र 
44 >> व्मिल, न (3 
धर्न- 7 9+ 7 ७-२0, (3) 
| ._ 8 
था अत लव 
]+ हु 7 0, (4) 
भावना ए पक 


7 +>८ तो न बन - 6, 


(3) भें मान रखने पर 
9+-(४- ) ७ - /९-००, » (5) 


(5) से स्पष्ट है कि ७, और ८ में से हो कर जाने वाली रेखा पर & 
स्थित है प्र्षाव्‌ 8, 8, ९ समरेस है ! 


नोंट--इस श्रमेष को सिद्ध करने के लिए हम अनु० !.]] का भो 
प्रयोग कर सकते है । 


3.5 दो रेखाओं के थीच के कोश का अर्थक ज्ञात करना 


480४” और 8098' दो सरल-रेखाए है जो 0 पर एक दूत्तरे को 
काटती हैं । 0? द्रौर 07” क्रमण: ८08 और ८8047 के अंक हैं । 


माता बिन्दु 0 के सापेक्ष 0४ ओर 098 की दिशाओ्रो में इकाई सदिश 
कमणश' 


ी कै 
3 और 5 है। 


डक. 
£ अबंक 07 पर कोई बिन्दु है। ?ए से 08 और 
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कक के समानान्तर ?)/ झौर 73 खीचो 

“- 07, ८008 का अधेंक है 

>> ८705 / ?0४-- ८ 000. 

अत श--00/. >() 


्नननके है 
अब 0)/, इकाई सदिश 9 की दिशा मे है और ?)४, 08 के समाना- 


न्तर है 


नज जज # 


“० 008--9, 07% +-/॥७, * (2) 
माना ? का स्थिति-सदिश ॥ है । तो 


3 जज +3 # 
07---> 0 + १/९--/28-+ ४ 


] 
या 755॥ (8--०) «**(3) 


ऊँसे ही ? सरल रेखा 0? पर विचरण कस्ता है /का मान भी 


बदलता जाता है । ग्रदः (3) अधथक का अद्दीप्ट समीक ग्यः है । 


न जे किक 
नोट () यदि 08 और 08 की दिशा मे इकाई-सदिश वे स्थान पर 


सदिश ॥ झौर 9 दिए हुए हो तो अर्थंक का समीकरणा निम्न होगा-- 
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। कर 
तक है >ल() 
है है 
बयोकि 8:-०/]», और 9 ०४०/|७- 
(2) 07! कौण ४09 का श्र्ध॑ंक है और 08”, व 08 की दिशाग्रों में 


कै हु 
इकाई-सदिश - » व ४9 हैं । इसलिए प्रधंक 07” का समीकरण 
हु 
हा (- 9) है । नव 0 । 
उदाहरण . 
सिद्ध करो कि प्रिभुज की माध्यिवाएं एक बिन्दु पर मिलती हैं, जो 
प्रत्येक को 2 ] के श्रनुपात में विभाजित करता है । 
[लखनऊ 52, 58, 60, 62, 63, श्रागरा 52, 
55, 62, दिल्‍ली 6] 
मानाकि ह, 8, ८ शीर्षों के स्थिति-सदिश, किसी मूलबिन्दु 0 के 
सापेक्ष क्रमणः 


|, 0, ० हैं। तो 0, 8, # भरुजाप्रो के मध्य-विन्दुओं के स्थिति- 
सदिश फ्रमश- 


| 


8 छ ए 


ऐ+6 6 एनब बन 
६6 5 औ कक. “27 होंगे 


माध्यिकाए' 87, 82 के समीकरण 
अऋमणशः 
२०(१- 7) ३+१ (/+ ०). बन( 
डे हि 
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पौरए(-3) ४७+5 (कं ) (2) 
() झौर (2) का प्रतिच्छेद-विन्दु प्राप्त करने के लिए 


(-0 8++ (-१)--(-» ४+४-9) 


ड़ दर 
या (!-7- नु) ++( कु: +१८ )०+(- “० >द्भ ९२६० ««3 


3, ४, ९ के गुराको को शून्य रखने पर 
रे 
]-7- ->7०: न) 
£ .5- --0 (5) 
हि बन, न 
# _5 
ज्राा ज्ञत0 न) 
(6) से /८% न्न्न) 
(7) और (5) से 
/« ईक्‍नक, (6) 


(8) से () में / का मान या (2) मे ७ का मान रखते पर 


एज 2 2-+० 
स्का 


बन) 
सभमिति से स्पष्ट है कि माध्यिका #> और (४ का भी प्रतिच्छेद- 
बिदु “मद ही है। 
अत; तीनो माध्यिकाएं एक ही बिन्दु पर मिलती हैं । 


2. सिद्ध करो कि त्रिग्रुज 880 में कोण # का भ्रन्तः समद्विभाजक 
५ 
सम्मुख भुजा 80 को 88 : #९ के अनुपात में वाँटता है । 
[लिखनऊ 53, कलतत्ता 53, 60, पजांब 60] 


मूलविन्दु # के सापेक्ष, माना 8 और ८ के स्विति-सदिश क्रमश 9 
और ८ हैं। 
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2 


8 0 ए 


८८ के समद्विभाजक 60 का समीकरण 


प्स्का [ ह के ् ) हैं 


| 

या न फ + 2०) जी 
मुग। 80 का समीकरण 
इ-5(] - 3) ९+ #, नग्न) 
(।) भौर (2) से 

20: है 

६-७) €४+ 5४७ --। ध्कू + चर है 7 न्न्ब्ठै 
दोनों पक्षों से ७ और ८ के गुणाको की तुज्ञगा करने पर 

4-+$5</८, (व) 

उतना 0, (5) 
6 
था (5० ३ 0 


(।) में । का मान रखने पर, बिन्दु 0 का स्थिति-सदिश 
| 
त्त्ध् (के+००), ब्न्गर) 
प्र्धात्‌ बिन्दु 2, 80 को 6 : ० के भनुएतत में बौरता है । 


नोट:--कोएण # का बाह्य समब्दिभाजक भो प्र को 8; ८कले 
प्रनुषात में बाँटता है । 
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3. सिद्ध करो जि त्रिगुज के कोणों के अन्त. समद्रिभाजकू सगामो हैं। 


[लखनऊ 53, 62, 65, आगरा 52, 54, 57, 
विहार 6, दिल्‍ली 55, राज० 49] 


माना ह, 5, ( के स्थिति-सदिश, मूलविंदु 0 के सापेक्ष 3, 9, ८, हैं 
प्रौर शुझओ 20, (५, 479 की क्‍मसाः लम्बाई 2, *ै, ८ है ? 


यदि #0 कोश & का ग्न्त समद्विमाजक है तो 





गए __०-+५९ 


0०७+ हज न) 





जे 
/#00 पर । ऐसा बिन्दु लो जो &0 को ४+०८४: ० के झग्नुप्रात में 
बाँटता है । 


जे 
0 -5०.३-- (0-+-८) / +- ८०) 
8+८ 
धरच/9+-८ 


55४9 +- 00७ +- ८९ 
ध्ि+8+८ न (2) 
(2) में सममिति से स्पेप्ट है कि दिन्दु । कोण छ और (के झम्त 
समद्विमाजकी पर भी स्थित है । 
4. ठौन सगामी रेखाएं 0, 08, 00 बिन्दु 0, 5, & तक बढ़ाई गई 
हैं ठो सिद्ध करो कि रंखाग्रो 8, 05; 8८, ८४; और ८५, ए० 
के प्रतिच्देद-विन्दु समरेख्त हैं + 


[लखनऊ 64] 
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9 

हल:-माना #8 प्रौर 05; 80 और पर; ०८७ और पा के 
प्रतिष्छेद-बिन्दु ९, ९, 7२ हैं । 

माना मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष &, छठे, ० और ९, 0, छ के स्थिति- 

न्न्के न्के के 
सदिश क्रमशः ४, 9, ०, भौर ए, ५, 5 हैं । 
नर रे न 
और 0705-70 3, 085-५, ०, 0#>-चा( ९. 
जबकि ४, !९७, ४3 तीन अदिश-राशिया हैं । प्रव 


उन 
#छिन्च्क-म, न) 


>+> 
985<0५99 - ४]9. न(2) 


मनन पड 
ए. &8 और 7058 दोनो पर स्थित है 

न्कि के >> >> च्ज> 
>-075-० --068 -+-४#88-:07 +- 508. 


चच्8-+- 79० - 3)5-7+-७(२७-॥८७),.......(3) 
दोनो श्लोर से 8, 9 के गुणांकों की तुलना करने से हमें प्राप्त है 





व०0 सदिश विश्लेषण 
[--/<9 ((-»). नव 
और /5-४ 5 
५ ६७“ धि, और बनने कि “यों. (5) 
हनन एज ४३-४३ 
(3) मे मान रखने पर 
7-0 2:2० ७-० (७ 
इसी प्रकार 
ए-०+ 2 (८-७) «7 
ण्ब्य ३  ओ (»- ४). लई8) 
व (पुन) हि 
(5) (5) मौर (7) से 
लक लक 4० व उक 
१-० १6०४ (- छ. 
की न्त 
या 0?»॥८. ॥२९. -8 ] 
तय 
«« , ९, ४, समरेख हैं 
5... सदिश विधि मे सरल रेखा के समीकरण -ह- न ऊु 57 की स्थापना 
करो जबकि झ्क्ष, प्रायतीय या तियंक्र हो | 
माना 0% और 0४५ विर्दशाक-अक्ष हैं और एक रेखा इनको # ग्रौर 
छ पर काटती है। 


न्न्क हक की हो 
यदि 04 और 08 की दिशाप्रो मे इकाई-सदिश » और ४: हो तो 
न्‍्क कक 


04--4 2, 


भरल रेखा और समतल के संदिश-समीकरण गा 


>> + 


९8-०७ 9 





सरल रेखा पर कोई बिन्दु ? लो । 
ब्> 

साना ए के लिर्देशोद (४, 9) हैं सौर सदिश 025--?, तो 

च्न्कि च्न्क ््क 

९?९७०)/ +]४९. 

पु 

इन्त्झे॥ + 0 » ६) 
(७ ?५|0४ घोर ९७०६] 
रेखा 68 का सदिश समीकरण होगा ६ 


कि कै 
इ ७ (| - ५) ४४+-8 ४8. १२2) 
९) प्रोर (2) से 
४०००९] - ॥). *० (3) 
ज्ल्लछा, जप) 
(3) और (4) से 
दे कक कू [-४५+-६-०१, (3) 


जोकि प्रभोष्ठ समोकरण है 
बिन्दु 0-० 2[+0) भौर (3:- 2)) फो मिलाने बाली रेसा का 


संदिश-समोकरण क्लात करो | 
प्रिपरा 55, छलनऊ 62, कलकत्ता 52) 


माना # और 7 दो बिन्दु हैं जिनके हिथिति-सदिश क्रमशः 


है 64 


सदिश्ञ विश्लेषण 
(ं- 2]+%&) और (3: - 23) हैं 


-े 
48-(3४- 2))- 6- 2+8)- 
च्+2६&-३. 


--() 


न्न्केः 
+ झौर 8 को मिलाने वाली सरल-रेखा सदिश ४४ के समाताखर 
होगी और दिन्दु में से होकर झाएगी ॥ 


«« इसका समीकरण 


॥7--(- 2[+४)+- (2: - 3). 


या १--(- 7) 3- 2[+ (-+ 27) ४. है 


नज2) 


चिद्ध करो कि जिसी चनुद्रु ज के ठीनो विकरणों के सध्य-विन्दु समरेख 


होने हैं । 


[राज० 56] 


माना ४८0 एक चनुन्रु ज है और ९, ९, & क्रमशः विकरे &०0, 
छ0 प्रोर 56 (8४8 झ्लौर ट0, दया 80 धौर के कटान-बिन्दुधों हो मिलाने 
बाली सरल-रेखा) के मध्य-बिन्दु हैं । 


मूलविन्दु # के सापेन्न माना छे और 7 के स्थिविसदिश कुमश 


४७ और 4 हैं । 


जे ने 
4६-४६, ०, &55८5:, ० 


>> >> 
'जम्मै0-4#६- २-४, ० 


>> 
९०5 ह055# (१-४,७), 


जे 5» -++ 
फ्रेफ-- &8- &8--(४,१- ७), 
ऊन 

छ८- क्छ5--4(६५१ - ७). 

(८,, ६५, 2, 4 अदिन गुणा हैं) 


जे न 5 >> 
भझद 80--(70--80 --#79 - 28. 


या 9 ७५१-०)+/(१- ६,७) 


-[) 
(2) 
(3) 


ज्न्नव) 
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स्च्पे-फे, न) 
दोनो झोर से त और ४ के गुणांकों की तुलना करने पर 








4ा+# चल , (5) 
4+ 7७. न) 
(6) भोर (7) से 
_. 7 79 «> ४08 
कप जी भौर धन" छू 5) 
बज ्श्फ़े 
कफ #०्न्शू,.. लि ध््न की ् 
चूत ०00 58-75). (9) 
श्त-ह्क् 
बज 
९२-१४ +-») >(0) 


ने 

# ८-३ (६9७ + 5५0). 

ब्न्जे ते जकन्डी, $ २ 

ए१९७१९-१४७उत-ए्घु 0-पी०+ (-छोगु .() 


समय कस 
ए१७- #४२ - क०च्ज्तु- छत) पउ जि] [(-६]७ +(3-४,))१] (32) 


प्रव सदिश विश्लेषण 
/ (]) और (2) से 
न्> 
एए ४३४५ 70. 
अत: 9, 0,  एकरेरास्य हैं । 


8. सदिश की विधि से सिद्ध क्रो दि एक समान्तर चतुभुंज की सम्मुख 
मुजाएँ आपस मे बरावर होती हैं गौर इसके विकर्ण एक-दूसरे को 
समद्विभाग करते हैं । [लखनऊ 57, 63, आगरा एम. एस- सी. 63] 


माना 88070 एक समान्तर चतुभुंज है और इसके विकरां #0 व 
छ0 का प्रतिच्छेद-विन्दु ? है । 


न्न्के न 
मात्रा 89 झौर 0 क्रमश सदिश 9 और 9 निरूपित करते हैं 
लक 
कं ** छ80 |॥४70 ग्लौर 00[&98 
न्न्के ० 
+ 8055-४७ और 005-।9. 
[४ और & अदिश हैं ।] 


>> 
अ्रत: 8९७ 8 --50--४ -+- /9. 





22. 2 (्‌ 
य 5 रा, 38 
4७॥ ९ +ि हु 8 
या 3+ 5 --४ +- 9. न्न) 
(१) से ह 
६५!" एन पु गू बन्ड) 
कक के 


भरत: 0075-48 --०, और 80--#0 -क 
६:77] ११ 


भ्र्याव्‌ 4855-00 श्रौर #09--8९ 
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हज एक 45 


ब्म्के ब्न्के 
(१; पुनः #0और 80 के समीकरण . 


ह्ल्त//0-+-8). न) 
श्रौर 7४५३ + ( - ९,0४0. ह रू न्ज्न्‌ी 
(3) भौर (4) से #0 और 80 वा प्रतिच्छेद-विन्दु ?” के लिए 

॥0+7)5-/29+ (। - £)9- नन्‍्5) 
४ म5२7४२०१/७ न्न5) 


मि >> 
4६ ९ -5३(७ + 9). 
अत, 7, #0 झ्ौर 80 का मब्य-ब्रिन्दू है । 


9.2 किसी ब्रिमुज के परिकेद्ध (ला०्णया-०९ा५८) संवकैद (०7॥0 ०४३- 
0८) और कैन्द्रक (०१7०१) के स्थिति-सदिश, त्रिमुज के शीर्षों के 
सदिश्लों के पदों मे ज्ञात करो । (दिल्ली!57, लखनऊ 6/] 


5 प्रतः सिद्ध करो कि बेन्द्रक, परिकेद्र और लम्बकैन्द्र को मिलाने बाली 


रेखा का समप्रिमाजन करता है । 
माना #, है, ८ के स्थिति-सदिश किसी मुलबिन्दु 0 के सापेस 
चमश: ७, 9, ८ हैं । 





५ _0, मे और 6 त्रमझः त्रिभुज के परिकेत्ध, सम्बकेद् धौर केद्धक हैं । 


| 3.८ १४ 
9, 2, & ब्रुजा 80, (४, ४४ के मध्य-विद्दु हैं भर ॥., 4, | 
शी #, 5, ९ से प्तमुख श्रुजाप्रों पर लम्ब-पाद हैं । 





चूंकि तम्बनकेद्र 8, 8, ८ का केस्द्रक (८०१70) है यदि उनके 
छहुंदारी ग्रंक त्रमशः 00॥ &, (87 8, 498 0 हों ॥ तो 


१7] सदिश विश्लेषण 


पल का स्थिति-सदिश 


__ १37 /.8--37 ए. |-37 (6 न्न्न्) 
कु फ् डफाज छऐफाश्जट 
झब परिकेन्द्र 0 त्रिमुज 0 8 ए का सम्व-केद्ध है ॥ 
किन्तु 0, 5, 8 के स्थिति-सदिश क्रमशः 
#_+०, ०+३8,2+7 
ड़ “कई हहूटा पडरे 
इसलिए 0 का स्थिति-सदिश 





(30 8. ९): ०9 नप्शाए ड्ड्ट 3) नीडिा ००य० 





६0॥ #&+-80 8 -+ गा ८ 


ब्न्ग3) 
केत्क 0 छा ह्पविति-सदिश 


ठद-१+0+०_ 


3) 


माना बिन्दु ७/, ठाः को :2 के अनुपात में बॉँटता है ) तो 0! का 
स्थिति-सदिश ७5 


ड(शा # ०-०) 
प्ज्ख् 





7. आधा 8०) 9 
ह्छछ& 7 2 हइछाछ़ 
६ 


हा. (37 0-+ (88 8+-/82 0) 87-०2 


फ्ज् प्ाछ् ठैसाझ्  . 7 5 








>> 
__8.-9+-०. -500, (3 से ) 
कक 5 पब्ज्ड 
भ्रत, बिन्दु 5/, त्रिमुज #80 के केन्द्रक 9 का संपाती है 

परत: 0, 0, प्र झ्मरेस हैं भोर 0, 0प्र क्रा समत्रिमाजन करता है 


सरल रैखा और समतल के सदिश-समौकरण हि । 


प्रश्वावली 4 


बिन्दु (-2॥+॥) भौर (2+5) में से होकर जाने चाली सीधी 
रेखा का समीकरण ज्ञात करो । [लखनऊ ,54] 


सिद्ध करो कि किसी त्िभुज के एक कोण का भ्रन्तः समद्विभाजक भौर 
दूसरे दो कोणो के बाह्य रामद्विभाजक संगामी होते हैं । 
(राज० 49, बिहार 62 ] 


ढदिसी भिभुज की दो भुजाप्रो के मध्य बिन्दुओं को मिलाने वाली सीधी 
रेजा तीसरी भुजा के समान्तर और उसकी प्राधी होती है । 
पु [प्रागरा 56, राज० 60, विक्रम 62] 


9 भ्ौर ऐप किसी समातर-चतुभुज की भुजा /9 पोर 000 के मध्य- 
बिन्दु हैं। यदि 00 भ्रौर छा५ को मिला दिया जाय, तो सिद्ध करो 
कि 70॥/ भौर ॥)0 विकर 8९ को तीन बराबर भस्‍न्तः खण्डों मे 
विभक्त करती है भ्ौर 8८ भी इनको समत्रिभाजित करती है । 
[लेस० 5, 58, राज० 60, विक्रम 6], गोरसपुर 67] 


पद्ध करो कि समान्तर घतुभुंज के विकर्ण एक-दूररे फो समर्द्रिभाग 
करते है । 

विलोमतः यदि किसी धतुमुंज के बिक एक-दूसरे को समद्विभाग 
करें तो वह समान्तर घतुभुज होगा । 

[भागरा 63, गोरसपुर 67, राज० 59, शसनऊ 54, 57] 
किसी समलम्ब (#प्ए८्टाणा) की दो भसमान्तर भुजाप्रों के मध्य- 
विन्दुध फो मिलाने वाली रेखा, समान्तर भुजाभों के समांतर भौर 
उनके योग की ग्राधी होती है। [भ्रागरा 66, 67] 
सिद्ध करो कि किसी चतुभुं ज की भुजाप्रों के भध्य-बित्दुओं को क्रम से 
मिलाने वाली रेखाए' समान्तर-चतुमुंज बनाती हैं।  [छततनऊ 48] 
सिद्ध करो कि किसी समलंब के विकरणों के मध्य-बिन्दुप्ों को मिलाने: 


घाली रेखा उसकी समास्तर भ्रुजाप्रों के समान्तर भौर उनके भन्तर की 
प्राधी ट्लोती है । 


डिसी बृत्त की दो जीवाए #९8 भौर 0९0 एक-दुसरे को समकोण 


:78 


30. 


१. 


-सदिश विश्लेषण 


न्‍्> >> +» >> 
पर काटती हैं। सिद्ध करो कि ,९8, ९8, ९८ और 77 का परि- 


शामित 2० है । जबकि 0 दत्त का केद्ध है । दूत 

ग्रदि बिन्दु ? का स्थिति-सदिश किसी पर बिन्दु 0 के सापेक्ष 
४--॥8 है, जबकि ४ चर है। तो सिद्ध करो कि 9 का “किरु-्पर्थ एक 
सरल-रेखा है । [लखनऊ 47] 
यदि किसी विन्दु 0 को समान्तर चतुमुंज के शीर्षों से मिला दिया 


जाय तो इन शीर्षो के सदिशों का योग, विकर्णी के प्रतिच्छेद4बिन्दु के 
सदिश के चार गुणा होगा । 


36 समतल का सदिश-समीकररा ज्ञात करना 
(ए्टण €्वुण्बांणा ण॑ 3 एॉशार) हु 
(१) उस समतल का समीक्षरण ज्ञात करना जो दो सदिशो » और ७ 
के समान्तर हो और समुलबिन्दु से हो कर जाय 


माना मूलविन्दु 0 के सापेक्ष दो दिउ हुए बिन्दु # झौर छ के स्थिति- 


सदिश » भौर $ हैं । और माना समतल पर कोई बिन्दु ? है जिसका स्थिति- 
सदिश ह है | 





>> >> 
09, ४ भौर ७ समतलोय हैं इसलिए .07 का $ और.,०७ के समाम्तर 


चटको में विघटन किया जा सकता है 


रेश्ना 0., 08 के समान्तर खीचो जो 0#& को . पुर मिलती है 


00. प्रौर 08 समरेख हैं 
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के 
न 0एा,स्सउ 9. 
के 
श्रौर [,? ८5. 9. 
जबकि 5 और ४ प्रदिश हैं न्‍ 
च्न्ओे का ब्् 


छ09--7+--0, + [. < 59 -- 79. 
5 और ) चरभ्रांचल (एश्क्षाश०७) है जोकि ऐ के समतल धर 


विचरण करने पर धदलते हैं । 


ञ्र्है। 


ग्रतः समदल का समीकरण 


इच्5७--/0 है । ला 
(2) उस रामतल का समीकरण ज्ञात करना जो दो रादिशों 8 प्रौर # 
के समान्तर है गौर बिन्दु 0 से होकर जाय । [आगरा 42) 


मूलबिर्दु 0 के सापेक्ष, माता बिन्दु 0 का स्थिति-सदिश € है 
माना श्रभीष्द समतल पर 7? कोई बिन्दु है जिसका स्थिति-सदिण 


चूंकि समतल ४ और + मे से होकर जाता है इसलिए 9, 9 और 


श्न्के 

८ए समतलीय है । वो 

&न्न्के 

(7ए-<59 + 79, न) 


(४ प्रौर / वास्तविक संण्या है) 
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ब्>े चने 
भझ्रव 0?९--75-:00+ ९९. 
या 75२४+५७ +-7४. मम 93 


समीकरण (2) समतल का प्रभीष्ट समोकरण है जिसमे 5 भौर ? 
घरभादल हैं । 


(3) तीन बिन्दुओ्नों मे से होकर जाने वाले समतल का समीकरण 


शा करना । 


भाना ह, 8, ९ तीत बिन्दु हैं जिनके स्थिति-सदिश ऋमश: ७, ऐ, ८ हैं, 
धौर 0 मूलबिन्दु है । तो 
न 
औठिजनक -+ 8. 


नमक 
(05०९ - 8. 





0 


रख 
झतः प्रभीष्ट समतल शक और ४० के समान्तर है झोर विन्दु & से 
होरूर जाता है 


/« इसका समीकरण ऊपर (2) से 
इत्च8ज-3 (७-3) --7 (८- |) है । 
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था इन []-3«7) 2+ #े + !९. (3) 

(4) उम्र समतल का समीकरण ज्ञात करना जो बिन्दु & श्र 9 से 
गुजरे भौर सदिश ० के समान्तर हो न्‍ 

माना ४, 8, 0 के स्थिति-सदिश 98, ७ और ८ है ग्रौर 0 मूल-विदु 
है। तो 


गे बज न 93. न) 


0 


न 
/“« समतल 88 श्रौर ० के समान्तर है श्रीर बिन्दु / इस पर स्थित 
है । भ्रत: ऊपर (2) से समतल का समीकरण 


पल्च्2--3 (0- ०)+ ८. 


मा 7-5८(] - 3) 9 4-50 --/९, ज(4) 
समतल के समीकरण (]) से (4) तक में हम देखते है फि इनमे दो 
चर भ्रदिश राशिया ७ और / है । श्रागे हम समतल का समीररण 


3. आवश्यक तथा पर्याप्त प्रतिवन्ध कि चार बिन्दु समतलीय हों। 
(पल८९5क्ााए शापे कऋगिशंशा। €णार४० पड 60ए. एणा।5 जा 
(एक्ाशाबः,) 


त्रिविमितीय (3-0) श्रवकाश भें कोई चार विन्दु समतलीय दो तो 
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उप्तके लिए ग्रावव्यक और पर्याप्त प्रतिवन्‍्ध यह है कि उनके स्थिति-सदिद्यों में 
एकघातत. सम्बन्ध हो जिसमे उनके अदिश ग्रुणाकों का बीजीय योग शूल्य हो । 

अर्थात्‌ 

चार बिन्दु, जिनके स्थिति-सदिश 8, 9, ०, 70 हैं समतलीय होगे यदि 
हम चार प्रदिश ॥, #, 5, 2, ऐसे ज्ञात कर सकते हैं कि 

79+- 77४ +-#॥९+70--0. 

भ्रौर /+77+2+/7750. 

(0, #, ४, # सव शून्य न हो ) 

() प्रतिबन्ध ब्रावश्य+ है +- 

माता ०, ४, ०, ४ घार बिन्दु 8, 8, ८, 0 के मूलविन्दु 0 के सापेक्ष 
स्थिति-सदिश हैं । 

तीन बिन्दु &, 8, ० में से होऊर जाने वाले समतल का समीकरण 

व्ू+(]-3-7) 9459 +-८ है । बन) 

यदि बिन्दु 9 समतल पर स्थित है तो वह समीकरण (॥) को संतुष्ट 
करेया । 

हल 05-5(4 - 3-7) १+ 3४ +९. 

मा (-5- 7) 8 +- ० + 7८ - 8-50. बन) 

2, 9, ८, 0 के गुणाकों का बीजीय योग 

ब| [-3-/+35+7+- 550. 

ग्रत प्रतियन्‍्ध आवश्यक है । 

(7) प्रतिबस्च पर्याप्त है :-- 

माना चार विखु &, 8, ८, 0 जिनके ह्विति-सदिश क्रमश, ७, 9, 
८, ४ हैं वे निम्न ग्रकार से राम्बन्बित है 


क्‍&+- 8४ |-#९ +20--0, लन्‍्() 
और 7+खझा+2+-9550. न्ल्ल) 
# से भाग देने पर (9:८0) 


रन्न्र १22 क्र 
5४ आर हि री, हा 
ँ है का हि ला) 
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भौर कट का +व-0. (0) 
है उडी है क्र 
१८४ गा 
मानो “75२०३ श्र --चतनग्तो 
|! 7 9 
4 
>>कस «5 (]“5«>/). 
हु 
(5) में मान रखने पर 
» ऐै-४ ([-3- 7)4 +- 59 +/९. न (7) 


(7) से स्पष्ट है कि बिन्दु &, 8, ८ में से होफूर जाने वाले समतल 
पर 9 स्थित है | घतः विन्दु &, छे, 0, 0 समतलीय है । 

उदाहरण नं० १. 

बिन्दु 4] प्रोर (2+]) तथा मूलविन्दु में से होकर जाने वाले 
सम्तल का समीकरण ज्ञात करो । ग्रौर विन्दुप्तों (- 2]+ 9४), (38 - 2) 
को मित्ताते वाली रेखा इस समतल को जिस बिन्दु पर काटती है बह ज्ञात 
करो । [प्रागरा 56, 65, लखनऊ 62] 

मूलविन्दु तथा 4] और (2+9) मे से होफ़र जाने वाले समतल का 
समीकरण 

». 7555(4))+(श2+5&) / है #य 

दिन्दुओं (- 2/+£) और (30 - 2]) को मिलाने वाली रेखा का 
समोकरणश 

एस्ल(] ०7) (० 2ं4%)+#(3:- 27) है । की ३] 

() और (2) के प्रतिच्छेद-विन्दु के लिए 

4ग्र+ (2+8)7 ६-2) 6- श+0)+#(%- शी. 

दोनों प्रोर से $, $. + के गुखांक्षों की तुलना करने पर 


2/-5] “४. न 3) 
बल - 2 375-] + 279. न्न्_व) 
455७ 2 -+- 27 - 2755 -+ 2. ज्न्नु5) 
या ४5८, ल्न्0) 


क्‍्डं,.. #सत+ई| नल) 


का कह ज् 


है4 


० 
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«« (!) और (2) का प्रतिच्छेद-बिन्दु (), (6) (7) मे 
-24+(27+5) | या (६ - 2+ है ४) है । 

सिद्ध करो कि निम्न चार विन्दु समतलीय हैं । 

64+ 29-८०, 24-9-+-3८, -9+- 20 - 46 और 
>> 2#8-7- 3९. 


5 


हल.-पहले तीन बिन्दुओं मे से होकर जाने वाले समतल का समीकररा 


इज-(]- ४-४) (62- 20- ८)--५(29- 9+ 3८) + 
/ (-2+ 29- 4८) है । ब्ब्न) 
बिन्दु (- 28 - ७ -- 3०) इस पर स्थित है इसलिए यह समीकरण 


(4) को सदुष्ट करेगा 


,. “-23-9- 3८-5(]-5-४) (6६% 20-८०) + 
3 (28 - 94 30)+7(- 8+- 20 - 4९) 
दोनो ओर से », 6, ० के गुणाकों की तुलना करने से 
+!2-56[[-३-/)+25- /-56 - 48- 7/ (2) 
+ [++2(] -> ३ - /) > 5+ 27:52 » 35 बन(3) 
-“उक३०(-३-) के -वीकू- कह 8-आ, बगी 
(3) से 55८; (2) से /5 2, 
5--, और 7->2 समीकरण (4) को सतुष्ट करते हैं। हे हि 
चारो विन्दु समतलीम हैं । 
करो कि विन्दु (2,- 3, - !) और (8, - |, 2) को मिलाने 
रेखा का समीकरण 
7 2)5ल्‍३0+ 3) 75३ (४+]) है। च्ि 
दो बिन्दु ऐसे क्लात करो जिनकी # से दूरी 24 हैत 


हक 
माना 2, 5, 2 की दिशा में इकाई-सदिश क्रमशः 5, 0, ८, हैं 
+ झौर 9 में से होकर जाने वाली रेखा का समीकरण 
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रा आल #& 6 %- #; $ 
(४३8+-७०+-२७)७-४०-(॥ -- 0) (28 - 30- ०)+78 ३-४ 
20 है। न) 


दोनों भोर से श ९, प्के गुणांकों को तुलना करने से 
अल्52(-7)+8/ल्‍2+67, ) 


असर + 3( ० ।)-४5२- 3+ 28, 62 
डनस (/०)+2/5-537-, ह। 
(2) से 

कर 80225 0 सम] 

“हा इ्वाः 5 


यह सरल रेखा का अ्रभीष्ट समीकरण है 
पब इस रेला पर किसी ९/ बिन्दु के निर्देशक 
(67+2, 2/- 3, 37- ]) है। 
तो 007--42--(6/+ 2 - 2)7+(2/- 3 + 3) 4-(38- 
+ ]7-49/ 
पा ।+++2: 
,,« 2 के निर्देशैक-२(4, 4, 5) या (- 0,- 7, - 7) हैं । 

4... किसी चतुष्फलक (८४७॥८त०0७) ४४807 के शीर्षों को किसी विर्दु 
0 से मिला कर 0, 80, ८0, 700 को बढ़ दिया तो वे सम्मुख 
तलों को क्रमशः 9, 0, 7२, 5 पर काटती है । 
सिद्ध करो कि 


07९ 
भृकझा जिगरा 53, 58, 6?] 


ड्र 


माना बिन्दु 0 के सापेक्ष 8, 8, 0, 0 के स्थिति-सदिश क्रमश: 8, 
8, ४, ४ हैं । इन सदिशों में से किसी एक को शेप दीनों मे अभिव्यक्त कर 
सकते हैं। इसलिए इन चारो में एकधातत: सम्बन्ध है जिसको हम तिम्न 
प्रकार से लिख सकते है । 

48 ने हक -- 2 -ऐ +* 05 नल 66 


/-) बिन्दु पट +0 पर स्थित है 
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>> 
«४» 07जचाई३-#] 9. 
() प्रोर (2) से श्राप्त है 

जज मूह ७+रण्+-#०) 
या ॥ - $। (४9 3-४९ +-/१0) --0. 
परस्तु बिन्दु ९, 8, 0, 70 समतलीय हैं 
है + ४ (ए+-#+-#)550 


या 4, 2 
काकशर्नक 
>> 
१4 
परत 075--« 
कानगरजफछ 


न्‍्3ऊे ++> >+» 
अरब 80-50 +- 0755-२० 





खाऊयक? 
2 300:3/54:5767 
अधन-अजफ 
(5) प्रोर (6) से 
52_ 7 
कह पपक्यछयफ 


कुल 
न) 


+ 2 


>3) 


-(4) 


5) 


नह 


(7) 
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इसी प्रकार 
00 अर गा 
छठ ककाकशनकी 
240 अल जले 
ला कमा+#+क 
भौर_05 ., _ ?___ 
495 7॥+आा+ग+# 


३ 07? 
अतः ८ फ्छा 


(8) 


न(0) 
स्का, 


5. सदिश विधि से सिद्ध करो हि एक चतुष्फलर की दो सम्मुस भुजाश्नों 
के समान्तर समतल मे इसबंग काट समाम्तर-चतुभु ज होगा 
[पटना 5, उत्कल 54] 
0879८ एक चतुप्फलक है । 
माना बिन्दु 0 के सापेक्ष, &, 8, ८ के स्थिति-सदिश क्रमश. #, 9, 


ह्हैं। 


के: जे, 
उस समतल का समीकरण जो # ८ श्लौर 08 के समान्तर है किन्तु 
किसी बिन्दु 20 (550) में से होकर जाय 


7--१--४(०-०)+ 7» है । (व) 
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सम्रतन 0598 का समीकरण 

उ-5#9+ 6० है । की 
(4) श्रौर (2) को प्रतिच्छेद-रेसा ॥.४ है। तो 

2, #, ९ के गुगाको की तुलना करने से 


#सच-5, 4ृचतम, 5*0 (3) 
/. . का समीकरण 
गज-0, + 4४ है | (4) 


[१,, 7. पर कोई बिन्दु है] 
समतल 0980 का समीकरण 


7-0४ -- 8८ है । 5 
(॥) गौर (5) की प्रतिच्छेद-रेखा के लिए 

प ४, 85555-0 न) 
«« शिव वा समीकरण 

एज5१,+78 #बगँ।) 


बे 
(4) और (7) से स्पप्ट है कि ।.५ तथा ?प 9 08 के समानता 


न्तर हैं। भ्र्थात्‌ .0[|?)९ इस प्रवार हम सिद्ध कर सकते हैं कि 
3.0|४४ / ग्रतः ।.शर? एक समान्तर चतुभुंज है । 


प्रश्नावली 5 ई< 


.  प्तिद्ध करो कि निम्न दिस्दु समतलीथ हैं ह 
() (28--30-०), (7-० 29+ 30), (32+49- 2०) प्लौर 


(2- 60+ 6०) 
(7) (68- 49+- 0०), (-58+39- 0०), (48-60 - 
00), (2७+0८) कलकत्ता 6] 


(ए) (-8+49- 3०), (38428 - 50), (- 38+ 89 - 50), 
(- 38 +-29+०) 
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(9) (8- 9 - ०), (४-० 37+ 70), (8+-०- ०) (थक $#+०). 

पिद्ध करो कि यदि तीन अंक 5, », 2 ऐसे ज्ञात किए जा सकते हैं कि 
अक्ष न 3 +- 20--0, तो सदिश 9, 9, ८ एक ही समतल के समान्तर 
होगे । ग्रत या अन्यथा सिद्ध करो कि (9-४9+£2)/ (29- 39), 
(2+- 3०) एक ही समतल के ममान्तर है । [दिल्ली 50] 


बिन्दु ((,- 2, - !) और (2, 3, ) को मिलाने वाली रेखा का, 
बिन्दुओओं (2, ,- 3), (4,- ), 2) और (3, 0, ) में से होकर 
जाने वाले समतल का प्रतिच्छेद-विन्दु ज्ञात करो । 


सिद्ध करो कि ब्रिन्दु & (3/- 4]- 2॥0 से होकर जाते वाली झ्लौर 
संदिश (9 + 6+ 25) के समान्तर सरल रेसा का प्रमीकरण 

मे (४-3) 5-है (/+4)5 ३ (2+ 2) है। 

इस रेखा पर दो ऐसे बिन्दु ज्ञात करो जिनकी & से दूरी 22 है । 


यदि ४, 9, ० तीन सदिश, एक ही समतल के समान्तर न हो तो सिद्ध 

करो कि बिन्दु 8 0ने 9॥7-०7,० (#ज>, 2, 3), 4) समवलीय 

होगे यदि 
कक 
3 /8 १४ 7५ 


( #8 93 73 
3 ४५ 94 7५ 


[संकेत चार बिस्दु समतलीय होगे यदि डर (0,३+ 9१०५-१०) ०००, 


4 
श्रौर न +<0, 9, ४, के गुरांकों को शून्य के बराबर करो।] 


सदिश की विधि से समतल का ग्रस्त: खण्ड-रूपी समीकरण 
>क। ड़ 
हक कक पे 

ज्ञात करो । 


सिद्ध करो कि यदि कोई समतल दो समान्तर समतत्ों को काटे तो 
प्रतिच्छेद-रेयाएं' स्मास्तर होगी । 
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सिद्ध करो कि समीकरण |7- »--|४ - /| एक समठल का समीकरण 
है जो 8 झौर # को मिलाने वाली रेखा को समद्विभाग करती है 
सिद्ध करो कि किसी चतुष्फलक की सम्मुख मुजाझो के मध्य-विन्दुग्रों 
को मिलाने वाली रेखाएँ सगामी होती हैं श्रौर एक-दूसरे को समह्विल 
भाग करती हैं ॥ 

सिद्ध करो कि विसी चतुप्फलक के शीर्षों का सम्मुख त्रिमुज के केन्रक 
(५८॥४०१०) को मिलाने वाली रेखाएँ-संगामी होती है । 

[झ्रागरा 53] 
सिद्ध करो कि किसी चतुण्फलक की किसी भुजा तथा उसके सम्मुख 
भुजा के मच्ये दिन्दू मे से जाने वाले समतल एक बिन्दु पर मिलते हैं | 

ढै 


थै 
दो सदिशों का गुशनफल 


4,] परिचय 


सदिश-बीजगशित में साघारण बीजगर्खित के भ्रंको के शी के 
नियमो वा प्रयोग (केवल परिमाण का गुरानर्फल करना) न कियी जा 
सकता क्योकि संदिश-राशि में परिमाण के साथ-्तार्थदिशा भी होती है ।. . 
अत्तः ऐसे ही सदिशो के गुएशबफल का प्रनुमान नहीं लगाया ' जा सकता । इस 
लिए सदिशों के गुणनफल की परिभाषा ऐसी होनी चाहिए जोकि भौतिक- 
विज्ञान में भ्राने वाले प्रमुप्रयोगो में गुशनफल के समजस हो । हम यहा दो 
भिन्न प्रकार के संदिश-ग्रुणनफलो की परिभाषा देंगे। इनमे से, एक से तो 
प्रदिश-राशि तथा दूसरी से सदिश-राशि प्राप्त होती है। इस प्रकार सदिशों की 
मिलाने वाली दोनों क्रियाएं “मुझनफल” कहलाती हैं क्योकि इसमे भ्रको के 
साधारण गुणनफल के चुछ गुण विधमान हैं। दोनों गुणनफल सदिशो के 
मापांकों के समानुपाती होते हैं और बंटन-नियम का भी पालत करते हैं ) इस- 
लिए इसको गुएनफल वहना उचित होगा 
ग्रदि किस्ती विग्दु पर कोई बल ए कार्य कर रहा है श्रौर विस्थापन हे 

है, जोकि ए की कार्य-दिशा के साथ 6 कोण बनाता है, तो बल छ द्वारा किया 
गया कार ज्ञात करने के लिए हम || को |0| ००5 6 पे गुणा करते हैं तो 
गुशनफल काय का मान होगा । परन्तु वल्न # का किसी बिन्दु के सापेक्ष घूर्ण 
ज्ञात करने के लिए हम |#| को |१| आ। 6 से गुणा करते है तो परिणामित 
गुणनफल एक सदिश राशि होतो चाहिए क्योकि घूर्ण को दिशा दक्षिणावते या 
वामावत्तें भी हो सकती है । 

4.2. प्रदिश-गुणनफल ($०9व7 67 00: जा०त०ल ) या विन्दु-गुणनफल 
परिभाषा।--दो संदिशो, 8 का अदिश या विन्दु-गुणनफल एक ऐसा प्रदिश 
है जिसका परिमास दोनों सदिशों के भापांको के, और दोनो के दीच के कोण 
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के कोज्या (2०४7०) के ग्रुरनफल के वरावर है | इसको 9. से अभिव्यक्त 
किया जाता है और “# डाट 9” पढा जाता है । 





यदि |॥|5-०, झौर |४--४ श्रौर » व 9 के वीच का कोण 6 हो तो 

4.0--२०8 (205 6. * () 

9 झौर ॥, गुणनफल के गुरान-सण्ड कहलाते हैं। यदि एक भी ग्रुणत- 
खण्ड धून्य ही तो विन्दु-युरातफल भी शून्य होगा । 

5.० (०05 (- 6)5:0०5 6, समीकरण () मे 6 के स्थान पर यदि 
+8 भी लें तो कोई प्रस्तर नही पडता + 

समीकरण () से 

23 9--ध (6 005 8)55(० 005 8) 8-४8. «- (६2) 

$ का & की दिशा मे घटक 8 (०5 6 है और » का 9? की दिशा में 
4 (०$ 6, इसलिए ग्रुरानफल की परिभाषा दूसरी विधि से भी दी जा 
सकती है । 

अदिश गुणतफ्ल 9 8, दोनो में से एक सदिश के परिमाण तथा इसकी 
दिशा में दूसरे सदिश के घटक का गुरानफल है । 


4”3, अदिश ग्रुरानफ्ल के गुण 

4... श्रदिश-गुरानफल क्रमविनिमेय (0०शाग्ाएंव४४८) नियम का पालन 
करता है । चूँकि ऊपर (42) में (2) से स्पष्ट है। और 2७95-8७. 
(-»)--(०१०)5-(-») - (- ०) 

2, यदि ऋ और # अदिश हो और ७, $ कोर दो सदिश हो तो 


(का०). (ग0)->स्का | (32%) --हशबफे -२ह७,३॥॥, न 
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प्र्थात्‌ # भौर # को आपस में अदल-वदल दिया जाय तो भी गुणन- 
फल में कोई परिवर्तन नही हीता १ 

3, चूंकि श्रदिश-गुणनफल सझ्या है इसलिए यह किसी सदिश का संख्या" 
स्मिक गुणाक के रूप मे भी हो सकता है। जैसे (४७) ८ एक ० वी 
दिशा में सदिश है जिसवा मापाक (»४ ८ है। 

4... किसी सदिश का स्वयम्‌ उससे गुशनफल उसके मापांक का वर्ग होगा 
क्योकि 
म'४-८८१(१०४ 05-47 -- |. 
इसको ४० से भी निर्दिष्ट किया जाता है। झौर यह घत होता है । 

5. दो सदिशों का ग्रदिश-मुणनफल घन, शून्य, या ऋण होगा जैसाकि 
उनके बीच का कोश न्यून, समकोणा, या भ्रधिक कोश है । इससे हम 
लबकोणीयता (00/08०7909) के नियम का निगमन कर सकते हैं। 
दो लबकोणीय सदिशो का भ्रदिश-युणनफल शून्य होया । 
विलोमत >यदि दो सदिशो का ग्रदिश-गुणनफल शून्य है त्तो वे 

लवकोणीय होगे क्योकि 6ल्‍5)7/2 


#फस्टव8 00७ टु7550. 


विलोमतः 2,7 5 0 तो 49 005 95-50. 
परन्तु 6ल्‍८0, 8:7०, 
>> (०४ 9550 6# 8--॥/2 
प्रतः दो शून्य-रहित सदिशों का भ्रदिश गुशनफल शून्य होगा [र 
शा4 ०॥|५ $7 यदि झौर केवल यदि वे लबकोशीय है । 
6. दो सदिशो के बीच के कोश का कोज्या, उनके अदिश-गुणनफल की 
उनके मापाकों के शुणनफल से भाग देने पर, भागफल के बराबर है । 


छकि 
या (05 8-5 गाज 


विशेष रूप से यदि ७ और ४9 इकाई रादिश हो तो 


2.0>70०0$ 8 भ्र्थात्‌ दो इकाई सदिशो का विन्दु-गुशनफल उनके 
चीच के कोण के पोज्या ((०आ॥०) के वराबर होता है । 
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44 लाबिक-स्दिश त्रयो (0778०2०72-४९८७०१ धाव्व05) के लिए ग्रदिश- 
गुणनपल 
ऐसे तीन इकाई सदिशो का सेट (5८०) जो प्रत्येक दुप्तरे दोनों पर 
समकोणीय हो लम्बप्रसामान्यक (07/070774) कहलाता है| चूँकि कसी 
भी रूदिश को किन्ही दिए हुए तीन म्समतलीय सदिशो में श्रभिव्यक्त किया जा 
सकता है | इसलिए डिन्‍्ही असमतलीय-सदिश् त्रयी (४४305) को झाघार लिया 
जा सकता है। विशेष-स्यिति में यदि तीनो परस्पर लव हों तो लंबप्रसामान्यक 
झाघार (0700०) ०४६८) होगा । 


माना 5, |, £ तीन परस्पर समकोणीय इकाई सदिश हैं। तो 


और 











45 सदिशो का भ्दिश-यगुणनफल योग की क्रिया पर बटन-(6/श790॥४6) 
नियम का पालन करता है । प्र्थाव्‌ यदि 9, 8, ० तीन सदिश द्वो तो 


29'(0-+-८) 55३ 0 + 38 ९. 


>> >> गन्ने 
माना 08, 08, 00, सदिश 9, ७, ८ को निरूपित करते हैं। तो 


न्‍्> >> >> 
0९८--08+8९ 


ब्|(9+८) जन [) 
माना फ्ा. शोर 0५ बिन्दु छ और ८ से 08 पर लम्ब हैं 
प्रक्लेप 07,508 0०5 &098 
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भ्रौर प्रक्षेप 0.8 -500 (०४ 80९. 
४, 80 का 08 पर प्रक्षेप है । 


प्र 0५ -0,+]./, न) 
और 2. (9 +-९)--०. ठए-०. 0. ऋषगा।ड, 
म"0--०, 0, नन्न3) 
५ 
2 
(2 4 2 [४ 
म्'टन4, "4) 


(), (2), (3), (4) से 
9, (04-०८) --४.४ +- 9.९. 
प्रभीष्ट सम्बन्ध है 
यदि ५ ऋण हो तो 
8, (0-९)5-०, [7+(-०)] 

ब॥,0--9, (- ८) 

सन-9,0 «> 3.९. 
उपप्रमेयः थदि ४.0--9.८ तो निम्न में से कम से कम एक सह्य है 
या ३७६0, या 9-९ प्रत्यथा ०9, (७-८) पर सम्ब है । 
उपपत्ति 
9.0 5 9.0, 

या 9.0 +- 9.0--0, 
या 9.(9 -- ८0)--0, 
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अर्थात्‌ 
3--0, या (७-८०)--०, 
या ०9, (४-८) पर लम्द है! 


46 बटन-निमम का व्यापकफोकरण ॥ (एक्ताशअओ्5३४०४ ण॑तंहाा- 
कै 25.) 


ऊपर 4 5 के परिणाम का वार-वार प्रयोग करने से हम सिद्ध कर 
सकते हैं कि 

9 (0--८+०-+- -...) >२७.७-+- 2 ९ 4- 2.0 -- ........ 

या और भी ब्यापक रूप से 


न चन्‍के 
(8+9-+०+ण )( ४? # प्र+१ +«ी 5 
बजे कक न ब्ऊ न न्न्के 
8. ( छ +॥ के ?-०)+9- (फ+े प्रके इृ+««)+० ( + 


#-ऩे.. चलकर 
व+ 7. )+ +« 


जज की +> बज >> 


बल्‍्झ 9+ब धुन अ. 7. 87+9 १....+ ०.७० +-€ 4.... + .... 

विशेष रूप में 

(3+9). (७--9)-->१ 83423 0-0 34-$ 9 
ऋलबटे+ 22.0 4-97, [*.” आ.७5 





इसी प्रकार (8-7). (3-४)००४२-३७-+-७ ४- 97 
नए न्नस 


और (3--8)? सत्शो - 23 $+ 97, न) 
ज्यामिति की दृष्टि से यदि परिशाम (), (2), और (3)को हम 


देखें तो समान्वर-चतुनु ज के ग्रुण प्राप्त होते हैं। 


जे >> 
48८0 समान्वर चदुद्युज है जिसकी मुजा &8 और #0, सदिश 8 
और ४ निरूपित करतो हैं । 
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#0->०+ ७. . (4) 
छठ कज्ड-ति, ५६ हक 
समीकरण (2) से 


3 (_ 


४ 


शि है 8 
ने च्ज्रे ब्न्े 
(४48) (४- 9) /० . 098--#8%* - »0%. 


अर्थात्‌ कसी समाम्तर चतुभुंज वी दो आसन्न भ्रुजाओं के वर्गों का 
अन्तर उसे प्रात के समान होता है जिसकी एक भरुजा तो समान्तर चतुशुण 
के एक विवर्शा के बराबर हो और दूसरों भुजा दूसरे विक्शो का पहले पर 
प्रक्षेप के बराबर हो । 
4.7 अदिश-गृणनफल को घटको मे अभिव्यक्त करना। (5०शकर- 
क०7ए८ ॥ (शाा7४ ० 7९ एशाएणाशा$) 
मावा # शौर 9 दो सदिशों को इकाई-सदिश 3, 3, ४ से लिखा 
जाता है। अर्थात्‌ 
मैज54/ - ०३४) + 73४, और 
४७-+४,६+ 72) + 23४, 
2 0-5(०/+-०,-+-03४) (6$+ 82 + £३४) 
नाव क+व्यटीआ, + वा नी वाणिव + 7५९३ 
+०9०॥ ६+ ४५४१४ --+-०६३१७३४६ ३ -+ 4३8३6 
[क्योकि विन्दु-युशनफल बटन के नियम का पालन करता है] 
परन्तु [55] ]55£%.६८5], और 
9, 
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प 
“० बजतबुरे] ने १४ के ककीइतत सेव हि. 


अत. दो सदिशों का विन्‍्दु-गरुणनफल तदनुरूपी घटकों के ग्ररनफल के 
योग के समान होता है । 
विज्ेष स्थिति में 383७-०३ +०५१+ ०५२. 
पुन: यदि & भ्रौर ७ के वोच का कोण 6 हो तो 
2.0--20 ९05 6 ब्न्ग्ध्नः 9303 न ०56३ 
या ००४ 6-_विवित 2४४१ १४१ 
ढ्8 


ग्र्ध्‌ ऊ 4275 5 4: ४ ही 


संगफिकाफण उधिर्य 8 क 8 (0) 





यह सूत्र ००४ 6 का सदिश 9, 9 के घटकों में मान ज्ञात करने के 
लिए है 

पुनः यदि (8, एम, रड) और (7५, 80७, 7५), क्रमशः 5, ० के दिवको- 
ज्या (4०) हों दो 


नी, ९05 छच्चा ॥ + रूप पुन रप्र रेड न हूँ) 
यदि ४ कोई सदिश है और 

ग््अंन-3 कयके- (3) 
तो (3) में दोनों ओर $, $, & से गुणा करने पर 

इज >-+ड; ग3२5)४ स्औैतस्‍्ट, वी 
सजग + एजीई+ (६६)४. (5) 
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भ्रतः हम देखते हैँ कि सदिश 7 के, लंवप्रसामान्यक आधार 3, ), ४ 
(0०नाणरागर्श 5456) के सापेक्ष निर्देशाक 
7. 7.], 7.६ हैं । (6) 
4,8 स्वेच्छ आधार (4फंए्श 09569) 
माना ७, 0, ८ तोन भ्रसमतलीय सदिश हैं भौर 7 एक स्वेच्छ सदिश 
है | हम ४, », 2 तीन भ्रदिश शाशियां ऐसी ज्ञात कर सकते हैं कि 


इन्‍स्झे + ) + 2९ ४ 
दौनो भ्रोर 8, 9, ० का #्रंप से गुणा करने पर 

ए.8 ७९ 29.2 - )४,28 |- 20,8. न्‍“[5) 
7.0 55२७. +० )9.9 +- 2९.9. ** (5. 
इ.९०:०४,९-+- 99.८ -- 2९.८. (4) 


समीकरण (), (2), (3), (4) मे से +, », 2 का निरसन (लापा- 
786) करने पर 
४ 8 ४9 € 
ए,.. 9.3 ३. ९.३ 
ए७ 379 फके ९.४ 
7.७ 2९ 9.९ ९६ 


चूंकि योग तथा सदिशों का भदिशों से गुणान के नियम साधारण अर को 
के नियमों के भ्रतुरूप हैं इसलिए निरसन उचित है । 


मना 
हा] 


ब्त्0. जज 5) 








बए 929 ८.७ 
९ फएऐट ८.6९ 


श्रौर 8, 9, ० तीन प्रसमतलीय सदिश हैं तो /५ २८0, | 





अड ऊ॥ ह&9 
| (6) 


(5) में सारणिक ((७०एगभ7) का विस्तार करते पर और / 
भाग देने से 


३ ऋत-7- गके 780 ९७ ७-०“ ब0. ९.४ # 
| +० ४.० ८० 9ि घए. घ८ ०० [ 





पु । उड़. फैल. ९. | १ | पेश ब,छ ९.७ 


प्र. 29.3 ऊफेड 
ः | #9 89 99 | 


॥,९ 3, ४.८ 


|“ 
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विछ्षेष-ह्यिति में यदि 5, 9, 9 समतदलोय हैं तो 


| क्ड मे 28 अंश. 79 
क्र छफ | हट | 








2752 - (3 97 


उदाहरणा --. सिद्ध करो कि सदिश 85-26- ]+, 
क--- 3]- 50 और ०5८३ - 4]- 40. एक समकोए जिभुज के 
शीर्ष हैं। [लखनऊ 52, 56 इलाहाबाद 58] 
हम देखते हैं कि 
28+ ०--(28-$+5) + (- 3]- 50) 
ब्ूआ- 4-4६ 55९. 
४- », 9, ० एक त्रिम्रुज के शोर हैँ 
अब 8 ७०--(24- ]++%)- (- 3]- 59) 
ह्न2+3+- 35-50. 
इसलिए 2,0 एक दूमरे पर लम्ब हैं । 
अत त्रिभुज 8, 9, ८ समक्षोण त्रिग्रुज बनाते हैं । 
2. किसी जिभुज ४80 में सिद्ध वरो कि 
42--07 -- ८४ -- 20८ ८७५ 4 [लखनऊ 6, कलकत्ता 57, 6] 


माना वरिभुज 680 की मुजाएं 





दो सदिशों का गुणनफल 0 
परदे ऋमश: सदिश 9, 9, ० निरूषित करती है । तो 
७+८चच + 9, ्ज्) 
दोनों ओर वर्ग करने पर 
(-०/-(०७+०) (४9+०), 
या मर ८5"४* -- ०४ +- 20,९ 
या १5०७३ -- ८३ -- 20८ ०05 (॥- 6) 
जू्092-- ८3 -.. 260 ९05 & न कै. । 

3. सिद्ध करो क्षि किसी त्रिभ्ुज मे शीर्षों से सम्मुख भुजाओं पर सीचे गए 


लब समामी होते है । 
[लखनऊ 54, 60, 64, दिल्‍ली 60, उत्कल 53] 


माना है, 8, ८ के स्थिति-सदिश, किसी मूलबिन्दु 0 के सापेक्ष, 
क्रमशः », 9, ८ हैं । 


ै 


०९ ] 


ड् ह 


3 प्‌ 


माता 8 झोर ८ से खीचे गए सम्मुख भुजाप्रों पर लम्ब एक दुसरे को 
में पर काटते हैं। ग्रौर र्छध का स्थिति-सदिश 9 है । 


त्र> 
छाप --॥- 0, 


बन 

एम - ७, 
ब्न्के 

(8५--०- ४, 
कै: 

#&8--७ - ७, 


जल) 


३७-३० ००७०४ ०३ 
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>> न्न्म्े 
छ4--छाप्--६ (४-७) बट 
>> न्न्कु 
इसी प्रकार एप ८प्तन्‍। (७-८). (६) 
जबकि # प्रौर / गझ्रदिश सख्या है । 
छा ९8 


७ # (0-9). (8- ८)--०, या (७-०). (8- ०)--०. ....(4) 
और एप | 68 

“ / (७-०). (०-9)55० या (॥-८). (४७- 2)२5०. ...(5) 
(4) और (5) को जोड़ने से 

8. (0-००) - ७. (७- ०)5८०. 

या (७-७). (७- ०)-०. जज) 


बे न्न्न्के 
अर्थात्‌ #8. 80550, 
या 688, 80 पर लम्ब 
अ्रतः तीनो लम्ब तर पर मिलते हैं । 
यदि सदिश 9, ७, ८ एव-दूसरे पर सम्व हो और उतके मापाक समान 


हो तो सिद्ध करो कि ४+७--« प्रत्येक के साथ वरावर का कोण 
बनाता है । 


माना मूल-बिन्दु 0 है भौर 

>> >> ने 

04-->2, 08--0, 0८-5८. 
।जु 

रा 
७.27 
042५9: 8 

छः 


दो सदिशों का ग्रुणनफल 803 
तो श[न्‍नर्िन्न[बिसस्ग- 


न्न्के 
और 075--2 4-० +- ० 
अब 
(8--०+-०) (8+7+ ०) 
सनम न 02+- ८१ ५- 29.9 | 20 ९+ 20.9, 
चूंकि 2, 9, ५ एक-दूसरे पर लव हैं । 
# 9: 0,0-50,8--0 
«« (2+४9+-९)१८८३७३ ८-३८. 
या 00ल्‍-|7+-४+ ०८६ /34. नल) 
माना (६807<56६, 907 « 62, ०८07:563- 


बज 
07.85+(०४ 4-0 +- ०), 8-587--07.4 ००४ 9] 55 /365 ००५ 6; 


पा 005 छ न कि 
|| 
इसी प्रकार ९०३ 6,75०0०$ 6355 कि 


3. किसी चतुष्फलक (६९४४8 ॥60707) मे सम्मुख भुजाओं के दो युग्म 
ऐसे हो कि वह एक-दूसरे पर लम्ब हों ॥ तो सिद्ध करों कि तीसरे जोड़े 
की भी सम्मुख भुजाएं एक-दूसरे पर लम्व होमी शभ्रौर दो सम्मुख 
श्रुजाओ्रों के वर्गों का यीग प्रत्येक युग्म के लिए समान है । 

[ग्रागरा 53, 62, 66, उत्कल 52, 
कलकत्ता 50, विक्रम 63, दिल्‍ली 53] 
08980 एक चतुष्फलक है | माना 0 के सापेक्ष &, छे, 0 के स्थिति- 
सदिश 5, 9, ० है| तब 
ने 
# >-0 - 2, 
त्ऊ 
छए--९- ४, 
ब्ऊ 


(8५--३- ९, 


के बन 
' #8] 00, 
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/. ९. (9- 9)--0. 


क्तन्जे ना आ। 
और 08 | ८& 


0 
>्ः हु 
कि हक ८ 
8 

+. 9. (8- ०)5८०. 

(3) झ्ौर (2) से जोडने पर 
9.8 -- ९.३--०. 

या 8. (०- ०)-5०. 


न््के न 
(3) से स्पष्ट है कि 80 | 08. 
भ्रब (08) + (20)!--७१+ (8 - ०१ 
#* 92 -- 2-3 24 - 23.९ 
0/१+ 8८: जःब२--०१--४९ - 2.0.९ 
झर 002 4- ७8? --३२-+४१-[- ८४ -- 28 9. 
(), (2) प्रोर (3) से 
28.0--79 ९०5 ९.9 
“« (4)5-(5)550) 
यही सिद्ध करता था । 


- [॥) 


(2) 


>) 


नव) 
बज 5) 
(6) 


सिद्ध करो कि भ्रत्येक त्रिग्रुज में भुुजाभो के लम्ब-समद्विभाजक सगामी 


होते हैं । 


» लखनऊ 63] 


दो संदिशों का गुणनफल १05 


9, 5, & क्रमशः भुजाओं 80, ०४, ४8 के मध्य बिन्दु हैं। भौ 
माना 9), 8 पर लम्ब, 0 पर एक-दूसरे को काटते हैं । 


क्> 
माना 9, 0, ० और 7 क्रमशः ह, छे, ० और 0 के स्थिति- 
सदिश हैं । 


हि 


| 0 ८ 


न्न्क 
60-<?:५7९... छा बन) 
परन्तु 00 | 8८ 
्न्के 
ल्‍ ८३४ - 9). (०-४७)००. >(2) 


इसी प्रकार 08 ] ९४ 
क्> 
«५ (>द्वाडव “ 70)- (8-०)२-०. (3) 


(2) प्रौर (3) को जोड़ने से 


ने 
(30 - ७). (४-0७)--०. जन) 


भर्यात्‌ 05, ४9 पर सम्ब है 


7... त्रिमुज 880 के ब्राधार 80 पर एक बिन्दु 6 ऐसा लिया गया है कि 
खा 853:--700, तो सिद्ध करो कि 
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मा 885 - ॥&(९१--झा8064-- #202 + (कस) &55 
माना 6, 8, ९ के स्थिति-सदिश क्रमशः 9, 9, ८ हैं । 


>> 
छ(-+९००+४, रे 


कक न 
छ80+-- 





0९-75 0५ 8 ८ 





9 + 7९ 


बिन्दु 6 का स्थिति-सदिश गद 


न्न्गें 





कब्जे न्ग्े न्न्क 
88-780+068 +« (2) 
ब्> शी न्न्के 
40०5"-४१७०+00 (3) 
(2) और (3) से 


नि >> डे >> ने न» 
मा(ह8)2+7 (॥0)१-#& (80% + 58% + 2.00 58) + 


जे. “»े >> +» 
मे (॥02-+ 5024- 200.,00) 
>> >> >>्3 +> 
> (४7+ 2) #0१-+7 582-3- # 005+ 2 805 
शक, न्न्के 
(758--8050) 
कछा+ख) 804-ल्‍- #58% 4 #0502+ 200 (0).......(4) 


जज +-> >>. >>» 
क्योंकि ह# 058 +ह 005-- - छ80-+700 - 0. 


विशेष स्थिति मे यदि 6, छ८ का मच्य बिन्दु है तो ह7चच्म 
अत्त- 
+8* +- #(१- 260१ -[- 2085, न 5) 
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प्रश्तावली न० 6 


सिद्ध करो कि एक समवाहु चतुभ्रुज के विकर्णा एक-दूसरे को समकोण 
पर काटते है । [लखनऊ 50, आगरा 57] 


सिद्ध करो कि वह सम्तान्तर चतुभुज जिसके विकरण एक-दूसरे को 
समकोण पर काटते है, ग्रायत है । [लिसतऊ 63] 
सिद्ध करो कि किसी समद्विवाहु श्रिभुज मे शरधार की माध्यिका उस 
पर लम्ब होती है । 
सिद्ध करो कि किसी समकोण त्रिभुज के कर्ण (॥970७॥0$०) के मध्य 
बिन्दु की उसके शीर्षों से दूरी समान होती है । [पजाब 60)] 
मिम्न सदिशों के बीच के कोण का ज्या (७॥०) प्रौर कोज्या (००४४०) 
ज्ञात करो । 
0) 2-३ ++ 28, 
क$5524 - 2]+ 48 
[लखनऊ 50, 60, इलाहाबाद 59] 
(॥) ३४5१4 -- 3] +॥, 
४०52- | + 28, 
[इलाहाबाद 59, लखनऊ 60] 
दिया हुमा है कि संदिश 
97-4॥ + 42] -+- ०30, और ७5-०७] 4- 22] 4- 28. 
() » और 9 समान्‍्तर होगे यदि भौर केवन यदि ([[ 0 गाए 0) 
व] : ०2 ३ ०३5०९] : 82 : 0३. ९ 
(00) » श्रौर 9 लम्ब होगे (#) यदि और केवल यदि 
970] +- ०५०५ +- ०383 --0. 
यदि 9 और ४ इवाई सदिश हो और उनके बीच का कोण 6 हो तो, 
सिद्ध करो कि 


ञं) 6 
लू "ई 2-४ .,. [राजस्थान 70] 
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[बकेत (४-2१--2-2 ००३७ |] 
8, यदि सदिश » और ४ के परिणाम 4 झौर 2 हों तो सिद्ध करो कि 
( 98. के + (४१) 
का है / एक 
9  सदििश को विधि से सिद्ध करो कि किसी त्रिग्रुज #80 में 
6ल्‍-56 ९०६ 0+८ ००५ छे. [लखनऊ 6]] 
)0.. सदिश को विधि से प्विद्ध करो कि 
(गरध +7३5५१३३* < (७7+०//+०७) (6:१+#११+% ४३) 
[पकेत समीकररशय 4.7 (१) से ००५ 6 < .] 
।] सिद्ध करो कि एक सम-चतुष्फलक वी सम्मुख मुजाएं परस्पर लंब 
होती हैं । [भ्रागरा 65] 
2. सर्दिश की विधिसे सिद्ध करो कि एक सम-चतुष्फलक के किसी दो 
ल्ञ 
समतलो के बीच का कोण ००५ $ होता है । [दिल्‍ली 62] 
3. कसी वाह्म बिन्दु 0 से 0) के एक समतल पर लम्ब डाला गया हैं 
और उसमे स्थित एक रेखा ?0 पर 0!/ लम्ब है | सिद्ध करो कि 
3४४, ९९ पर लम्ब है । [पटना 59] 
4 यदि »9,॥, ८ समतलीय हैं और ७, ० के समान्‍्तर नही है तो सिद्ध 
करो कि 
| स्व बे खबर टन | छ 
€.0. 9.0 श्छ <0 
डे 
३ ध न | [पटना 58] 
[सकेत >8 |-399-+- 207८0, »,9 से गुरएश करके ४, », 5 का निरसन 
करो ॥] 
45.. सिद्ध करो कि यदि |9+-७,--(३- ४ तो 9.0 एक-दूसरे पर लब हैं । 
6 


05880 एक चतुष्फलक में 08, 8८ पर लम्ब है तो सिद्ध करो कि 
0854 ०९७४--००१+ 88% 
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7, एक घन के दी बिकर्णों के वीच का कोण ज्ञात करो। 


8, . &, 8, 0, 0 कोई चार बिन्दु हैं, तो सिद्ध करों कि 


>> ओ >> >> 
#+5, (70+ 80. #0 + ९४. 8705-90. 


]9,... #8८0 एक समलम्ब है जिसकी भुजा 80 श्रौर 7 समास्तर हैं तो 
सिद्ध करो कि 
जज अऑओे 
&0० +- छा07--/97+ 00% -+- 2 छ८, &0. 
20... वह इकाई सदिश ज्ञात करो जो दोनो सदिशों (2, , ) भौर (3, 2, 
-) पर छम्ब हो । इन संदिशों के बीच का कोण भी ज्ञात करो । 
[सकेत माना इकाई संदिश (७, », £) है । यह दोनों पर लम्प है 
प्रौर &४ + 32 -+ 225-.) 


24, यदि एक सीधी-रेसा बिनन्‍्हीं तीन समतलीय रेसाप्रों पर लम्ब है तो 
बहू उस समतल पर भी लम्ब होगी ) 


है 
22. थदि इकाई-संदिश 9 के समान्तर एक सरल रेसा का समीकरण 
है । 
7-०8 +-॥ 7 हो, तो सिद्ध करो कि सूलबत्रिंदु से होफ़र जाने वाली 


प्रौर इस पर लम्ब रेसा वा समीकरण 


कै मी 
एलन [8- (9.0) ०]. और मूलब्रिंदु से दी हुई रेखा पर लम्ब की 
लम्बाई 


कै 
शशि “(०.४१ है। [छप्न॒ऊ 49, 52, 58, इलाहाबाद 59] 
23, यदि 2, $, £ भ्रसमतलीय-सदिश हों भौर 
ए.8४--॥-#-+9 ०-0. तो, ए एक शून्य-सदिश होगा । 
24, #आ]; हा ह3,.... -« संहति के कुछ कए बिन्दु 8, छ, 0 पर रफे गए 


हैं प्र ७ इनका संहति-केद्र है। यदि ? कोई बिन्दु हो तो सिद् 
करो ऊ्रि 
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रंग कैश + का केश +झए ८92+ ...- 

क्त्झाए ॥02+79 80१ .3-%५ ८0:+ ....... न 
(छर्नाछ्रनशाउन) िठो,.../ 

[संकेत 5 को मूल-विन्दु लो ! ] 

4.9 सदिश-गुशनफल या वज्धीय गुएनफल । 
(१ल्लका ए7०7क्‍: ठग ९६055-770092/.) 

4.9! परिचय । 
हमे प्राय ऐसी संदिश्च-राशियां भी मिलती हैं जो दूसरे दो संदिशो पर 

इस प्रकार ग्राश्नित होती हैं कि वे इन दोतो के परिभाणा के और दोनो के बीच 
के कोरा के (87) ज्या के समानुपरावी होती हैं; और उनकी दिशा इन दोनों 
पर लम्ब होती है । प्रत हम निम्नाकित परिभाषा प्राप्त करत हैं । 

492 परिभाषा :--दो सदिश 8 ओर 9 का सदिश या वज्धीय-गुणवफ्न 
एक ऐसा सदिश है जिसका परिमारा |, [9. 5॥ 6 है (9 सदिश 9 
और ४ के बीच का कोण है) झौर वह » झौर 9 दोनो पर लम्ब होता 
है और 9 से # की ओर घुणोत के सापेक्ष इसकी दिशा घन होती है 
इसको 89८8 लिखा जाता है । 3 ००5४५ (वद्ध) 8. 


* 
अत, 99९४-०४ ॥0 6 #. 
# 
जहा ॥ इकाई-सदिश है जोकि ७ और 9 के समतल पर लम्ब होता 
है । और 9 से ७ की ओर घूर्णन से दक्षिणावर्ती पेच के बढ़ने थी दिशा में घत 
होता है । 
4 0 सदिश-ग्रुणनफल की ज्यामितोय व्यास्या (सदिश-क्षेत्रफल) 


(6९०गाल्ांत्य फॉलफएशलॉशीण ण॑ ॥९ जशलण-का०वैण्त, 
(१च्चंठा आ€८9) 


मादा 08098 एड सखमफ्तरूचतुरुंड है. जिसकी श्ाससन मुजाएँ 


0& और 09 क़मशः सदिश 3 और 9 निरूपित करती हैं। और 


दो सदिशों का ग्रुशनफल [7 


उनके बीच का कोण 6 है । श्रव समान्तर चतुमुज का क्षेत्रकल 
च्|26 8॥ 6. «| ॒|) 


8 | 


न्‍ 
२6329 ,  । 
। 
! 
6 
4 
+ 
पछो 
कक । 2 हर 


पु हम 
& भ्रौर 9 के समतल के छद॒त' इकाई सदिश # है । ४, 9 प्रौर ॥ एक 
दक्षिणावर्ती पेच बनाते हैं । 


सदिश-क्षेत्रफल 08098 ॥5 
हा 
8 9८४ २००४ शी) 6 #- लग) 


क्षेत्रफल 08098 की सीमा इस क्रम से सीची गई है कि 
0+ 8- 0- 8-+ 0, 


कोई भी समतल-क्षेत्र एक सदिश ८ द्वारा निरूपित किया जा सकता है, 
जिसकी परिभाष। निम्न रूप से है । 
4 £ की लम्बाई को इकाई को सख्यार+दिए हुए क्षेत्रफल की इकाई 
की संस्या 
॥ सदिश की दिशा क्षेत्रफल के तल पर लम्ब होती है । 
क ९ की प्रभिदिशा ($७॥$७) ऐसी होती है कि क्षेत्रफल का सोमा वक्त 
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खीचने की दिशा भौर ८ की भ्रभिदिशा दोनों दक्षिणावर्ती पेच के 
श्रनुरूप होते हैं । 
टिप्पणी:---सदिश-गुणनफल और प्रदिश-गुरानफल में भेद दिखाने के लिए 
सदिश-गुणनफल में दो सदिशों के बीच 2८ लिखा जाता है भौर 
अदिश-गुणानफल मे . (बिन्दु) लिखा जाता है। सदिश-ग्रुणनफ़ल को 
इसलिए (८०४४-०/०५४८॥) वजच्चीय गुणनफल कहते हैं ! यह बाह्य 
गुणनफ़ल (०णॉथ्ा-थ्र०१४०) भी कहलाता है। कई लेखक इसे 
[#9] या 3/0 9 से भी सूचित करते हैं । 
4.73 एक महत्वपूर्सा सम्बन्ध । (80 क्‍फु०तक्ाधकेश्धंणा ) 
(32९ 9)१-८०४१ ४१ +- (8.0), 

उप पत्तिः हमे प्राप्त है कि 

(४१८४) « (82८ 9)-- [[र्गू |" भर 4 


हे 
न-४4 68 आर 6 005-4२४% 87 6, 
ज-44* (] - ००५३ 9) 57226 - (46 ००४०9)% 


स्तर > (2.0) से | घर व जज) 
() से सदिश 80८9 का परिमाण बिर्दु-गुणनफ़लों मे प्राप्त 
होता है। 


प्र्ाव्‌ 98, ७.७, प्रौर 99 में । 


4.2 सदिश-ग्रुणनफल के गुरा [श/'ुशा& णैला०३-कु०0ण४).५ 
दो समान्तर सदिशों का वज्यीय-्गुणनफल शूल्य-्सदिश होता है 
बयोकि दो समान्‍्तर सदिशों के बीच का कोण 0* या # हीता है भौर 
चूकि ॥॥ 0*« अंश ब्रतू0 

५. 89९ 7-२०४ $0॥ 0-50. बल) 
विशेष स्थिति मे 89८ 8:-0. > (2) 


2... सदिश-मुखनकल क्रमविनिमेव (८णगाधाप८७४८) निवम वा पालन 
नहीं करता । 


दो सदिशों का गुरनफल 3 


4.0 से स्पष्ट है कि सदिश ४9८४ श्रौर 9 ५ 8 दोनो का परिमाण 
तो समान है परन्तु उनकी दिशाएँ एक-दूसरे के विपरीत हैं। भरत: 

24 >( 9-८ -+ ? १६ 9, 

इसलिए सदिश-गुणनफल क्रमविनिमेय नियम का पालन नही करता 
यदि गुणन में क्रम बदल दिया जाय तो ग्रुणवफल का चिह्न भी बदल 
जाता है । 

3, यदि # और #? दो प्रदिश हो श्रौर 2, 9 दो सदिश हो तो 
(# 9) 3६ (४ 9) --॥॥॥ (4 2९ 0) -5॥ 2 >€ #/0. 


उपपत्ति, (#7 7) 2< (४ 9) ->(हा4) (४0) भा 6 7? 


के 
ज्य्य्ाा (०9 87 6 ४). 


स्स्याय (829)... [*. 2 और #, शा/ और ४४ के समान्तर हैं 


. 6 भौर #, ४१८० के लिए भी वही हैं] 
यदि शा भ्रौर # फो ग्रदल-बदल कर दे तो भी परिणाम में कोई 
अन्तर नहीं पड़ता । 

4. दो सदिशों के बीच के कोश का ज्या (आ॥०) उनके सदिश-गुणनफल 
के मापांक को, उनके मापांको के गुखनफल से भाग देने पर, मागफल 
के बराबर होता है । श्र्धाव 

भझं] 6-< गा 
| 
5, बंदन-नियम (9भरघएंएठ ।4छ) 
प्रमेयः सर्दिशों का सदिश-मुझनफल सदिश-योग पर बटन-नियम का 
पालन करता है | भ्र्थाव्‌ 
३>८ (0०-0० -०7 2२८7 न-३३८९. 


लागरा 67, राज० 68] 
पहली विधि:-- 


ब-्> त्न्के 
0& प्रौर 09 दो सदिश ऋरमण. 
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» झौर 7 हैं। 
हे ६ 
2 > फैसल्वक ३2 ....) हक 
जोकि समतत्न ४098 पर 22 


८2 
लम्ब 00 की दिशा मे है () 96७ ठ् डर 


बिन्दु 0 में से गुजरने वाला एक समतल ऐसा खीचो जो 08 के 
ब््ऊ ते 
लम्ब हो ! माना इस समतले पर 09 का प्रक्षेप 0!., है । 
ल्‍्> 
स्पष्ट है कि [0.|5>४ ॥0 6. लि 
एन जे ्त 
और 07., 08, 08 समतलीय हैं । 


न्न्के हा 
अब 82९ 00,-540 89 6785-89 [( (]) से ] (3) 
हम अब 89८9 का अर्य इस प्रकार भी ले सकते हैं कि यह ऐसा सदिश 


है जो सदिश ०. को ठो-बरक्ष के सापेक्ष 90* से घुमा कर (धन दिशा में) 
उसको ४ से गुणा करने से प्राप्त होता है ५ 

अभ्रव सदिशों (०+ ८), ७, और ८ पर विचार करें । 

किसी भी समतल पर (०+७८) का लम्बकोणीय प्रक्षेप, उस तल पर 
9 औ्ौर ४ के प्रक्षेपो के योग के बराबर होता है । 

इस परिणाम से हम 08 पर लंबत' समतल पर इनके प्रक्षेपों का 
विचार करते हैं। (४७+-०) का प्रक्षेप, ० और ७ के प्रझ्षेपरों के योग के समात 
होगा । और यदि 90" से ग्नक्ष 0# के प्रति घुमा दिया जाय तो भी समानता 
बनी रहेगी । 


प्रत (७+-०) द्वारा प्राप्त सदिशल5७ भौर ८ द्वारा प्राप्त सदिशों के 
मोग के । 


इनको दोनो ग्रोर ८ से गुणा करने पर भी समानता बनी रहेगी । 
अत, 83% (०--८) न्‍+३>८४--३४१३८८, 


दो सदिशों का गुसनफल 445 
दूसरी विधि:-- 
माना सदिश हक 932८(0-+-०)-०४»०७- ०४०८ ०. के 


न्नके 
किसी सदिश 7 से दोनों झ्ोर प्रदिश-गुणा करने पर 


>> नओओ 
है, _व5 7. [92 (0+५)-२०३२६४-२३९८९ तर 


बे ्न्क न्न्के 
ब्या, 72८ (9+०)- ४7. ३१८४-३४ 938९८. 

('. श्रदिश-गुणनफल बठन फे नियम का पालन करता है) 

अब बिंदु (० ) भौर (» ) वच्धय को यदि प्रापस में बदल दे तो 
व्यजक में कोई भ्रस्तर नही होगा [देखो श्रध्याय 5 त्रिक-गुणनफल ] 

कि लत न शी ने 
प्रत' ॥, 7-5( 72८०) (9+०)-( ४३२ 9), ० - (72८ 9). ९ 
*. प्रदिश-नगुणतफल बटन के नियम का पालन करता है 


बने न ब-> ब्न्मुहिः 
“जा « एम (7263). 7+ (72८9) ९० (79) ४- (2८ ४)९. 
बने ने 
या ३ , 9,55०. *न्गं3) 
कर ॥ दि जज 
चूकि ४ एक स्वेच्छ सदिश हैं इसलिए 5-0. **()) 


प्रत: १०८ (७ -- ०) - ४92८ ७ -- 9 $८ ८-0. 

पा ३३८(०--०)०२३२८०७--२४- ९. (4) 
उप-प्रमेय . पुन (94०) ६ ४5-- ४ )८ (७--८०), 

# (0+०)३.८३5०-१३३८७-- (- 9४) ९ 


जन 32८ ३३०३९ 8. न> (5) 
उपनमेय 2 2४% (७-०)७०)८ [७+(- ०]: 

म-३ २९७०-३९ (- ०). 

कत३२८9-9)८ ८. (6) 


ऊपर का नियम किन्‍्ही संख्याम्रों के लिए सत्य है । प्रत्तः 
७ौ--9+८....) २४ [+प्+7 ) 
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आू्छ % ए+22९१--8०८४+ .... 09८ ( 
+79३८4+-४)< 2+ ... ++-१०८४4-००९०+-०२४7+ ....+-.... « 
नोट: ॥ यदि 97८ 95-३3 ३८४ तो 89८ (9 ०“ ८)--०. 
अर्थात या तो &:<0, या 9-5८ भ्रन्यथा 8 और (9 -- ८) समास्तर हैं। 
नोट 2. यह सावधानी रहे कि सदिश-गुणनफल में गुणत-खण्डो के 
क्रम को न बदला जाए । 
4 3 लवप्रसामान्यक त्रयी । (०॥॥णाणाणशे ६305) 
यदि $, $, % तीन परस्पर समक्नोशीष-इकाई संदिश हो जोकि दक्षिणा- 
वर्ती पद्धति बनाते हैं तो 
49 5] % | न्‍|४ २ ६-0. 
और ॥ २ |5-४, | 2< 0 +<, और ६४ ३८ <_. 
इनको निम्न सारणी के रूप मे भी अभिव्यक्त किया जा सकता है 





4 4 सदिश-गुशुनफल को घटकों में अ्रभिव्यक्त करना ॥ (लण 
छ700ए८ [॥ [शगवा5 ए ए०एएणाश्त्रांड) है 
माना ४ और ४ दो ऐसे सदिण हैं कि 
बन्‍्च्चाँ + 42५०६, 9नचशा + 82] +- 8५6 
2>९४--(८३+ 2 +०३७) * (8॥+-69+ 2३0). 

उत(4[0,& + ०४३- 4/0]४ +०५९३-+-०४,] + ०४/४)- 
० (०४०३- ९ शो ना (४३१३ ० शर्गओ + (कर + १५१) 
परिणाम () को साररणिक के रूप मे भी दिखा सकते हैं। .«[() 


दो सदिशों का गुणनफल ]7 


॥  % 
था ०9 53| - 
9 2 हे 3 


सपीकरए (१) छे हमे प्राप्त है 


खिल) 








# 
9९ 9--48 आंत 6 ए-(०३९३ ८ 7३१, + (०६९ ५ "१३ + (० 
९५-०४९।)४ 3) 


दोनों भौर वर्म करने पर भौर बिन्दु-गुशनफ़ल का उपयोग करने से 
प्राप्त है 
बकरे इधर 85-(०,0५ ८ ०३0. + (०४) ५ पं +(०,0३- ०५ 
8)?««(4) 
४ (9203 ० ०५९३) नर पओ 


पा भर 6 २ “8५० न छज्यध्छक 


सूत्र () से, दो सदिशों के दोच का कोश उनके घटकों में भात कर 
सकते है । 


उप-प्रभेयः यदि सदिश 9» गौर ४ किन्‍्हीं तोन सदिशों के एक-घाततः 
संचय में दिए हुए हों, प्र्षात्‌ 


2--५]] +- ०५७ +- १३०. भौर 





७5-७९, + 0॥॥-+- 0३०. त्तो 
गए ॥>] ॥ जूता 
१०९७-5८ | ०] धर ०३ 
श्‌ 5 0३ 


उप-प्रमेय.. यदि 0-+०५-॥४०४ जबकि ४ एव भ्रदिश राशि है । 

तो 8५८ 8७-- ४३८०, (१. 2)९४५-०) 

इसके विलोपत: यदि 82९9-८० 2९९ झोर 2 शूस्य-सदिश न हो तो 
इससे यह भनुमात नही लगाया जा सकता कि ७-८० परन्तु ७ भौर ० में एक 
व के समान्तर सदिश का भ्रन्तर होषा जोकि शून्य न हो ४ 
उप-प्रमेप 2, पदि 9, 9, ० त्तीन प्रसमतलीय स्दिश हो, मौर यदि € दोरों, 


| भौर 9 पर सम्द हो तो ०, ३७८४ के समानन्‍्तर होगा ! 


व8 


सदिश विश्लेषण 


उदाहरण नं० . 


£ 


वह प्रतिबन्ध ज्ञात करो कि सदिश 3--(०,+०३)+०३४) 
और ०--(०,४ + 8,] + 238) समान्तर हों । 

2 झौर ४9 समास्वर होंगे यदि 89950. 

या (ववा+ ०३] + ०५४) >< (0 +- 2५ + 8५६) 5२०. 
5६ 
कु 92 43 
श्र द 3 प्र 
या (०५१३ - ०३९५) + (०३९३ - 3403) + (०१५ + ०५0) ६-5०. 
4, $, & प्रत्येक के गुएाक्रों को शून्य रखने पर 


या 


च्ज्छ 








थक मय शाह 
8. 2१ 2 थे १ ० 
० मर ला न ५ 
था > बज रस्म 
श 8 28 


उस समान्तर चतुम्रुँज का दोव्फल ज्ञात करो जिसकी स्‍झासन्‍्न भरुजाएँ 
4+2]+ 3४ भौर (-3॥-2]+8) हैं। 
[इला० 57, लख० 57,60] 
मानता 3-5 + 2][+ 38, ७--( > 3/- 2[+£), तो 
॥ष 
3 3 5 
[-3 -2 ह 
जत्8- 0[+478. कह 
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समान्तर चतुम्ठज का द्ोत्रफल 5|३३२<७. 
च्ि ऊ60+6 लक: 


वह इकाई-सदिश ज्ञात करो जो सदिशों 2- |+5 झौर 3+ 4-४ 
पर लम्ब हो | इन दोनों सदिशो के वीच के को का 87८ ज्ञात करो 

[दस०» 60, 62 उत्कल 63, बि* 63.] 
माना दो सदिश, 3--27-+४, ०७--34 4-4] - ६ हैं । 
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29४७ इन दोनो सदिशो पर लम्ब होगा 


हा 5. कच्ड 
और ०8 शं। 67ल्‍-ल्‍-8 १८ 0-5 2-] ] [-+- 3+ 5+][४ 
3 बन] 


) 
ने कब ने यजीजलिल कक लछ.. > हि आन लत 
सदिश 7 की लम्बाई 55 /9425+72] «55. ....(2) 


कै 
«इकाई सदिशश ७ 3 कस 3] 
आह * + हर  + _धउढ * 
64 





माना दोनो सदिशो के बीच का कोण 8 है तो 


हे (क9/3० १३, 
छा की 
>व्थ्निज्ध्ययाक री 
च्च्ः कल « उत्तर 
_/4++] /9+6+] /!5 
4... पिद्ध करो कि किसी जिभुज 8८ मे 
आह आए आं॥ए 


“क्वाताह्वाः ८ - गुजरात 52, बम्बई 60] 


शा 9 ++ 


| 


श्ऊ। 
छः 








| 


स्‍- 


न्जे >> अ>> 
जिभुज 80 में जाजए 80, ८6, 89 ऋपए: सदिफ 3, ७, ६ निह- 


पित करते हैं । 
सदिश-मोग के नियम से 
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>बजत०+ ८. की 4 | | 
या 84-४-+०-००. न्न्न) 
(]) से » भ्रोर ७ का क्रमिक सदिश-गुणन करने स्ले 

म>< (न-9०+८]) +०0. 


या 9>८४७ ८०५८७. (2) 
और ४9 ३८ 9 ++८३८ ४७. नन्नउ) 
(2) और (3) से 82८99 |(८-०९१८ ७. (4) 
या [9२८०० |०३८ ०२-०७ भ॑. नी 


29 आए (7-९०) ०४० आ (]+- 9) -->व्व शा (॥+ &)- 
या 48 #ंग (९७6८ झंत् 8-८० झं0 2. 
जा # धाठ आए 
0 मकबरा + (09 
हट ्> 

एक झचर सदिश 08 का, नियत समतल ४098 में एक चर सदिश 
न्ग्के * 
08, हे ग्ुरानफल एक भ्रचर-सदिश है ) सिद्ध करो कि ४ का बिन्दु 


पथ एक सरल-रेखा है जोकि ढ् के समान्तर है। [लखनऊ 55, 
पूरक 59] 


प्ब्न्मुः ही ब्> 
माना 0855७, और चर संदिश 0855 ॥, झोर 005--० एक नियत 


अब बने 
सदिश है जो 08 झ्लोर 05 के सदिश-गृरानफल के बराबर है ) भधर्पाद 


8 | 
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29८ --९२८[य 9९ 9) « (॥) माना] 
क्योकि कोई भी ग्रचर-सदिश दो नियत सदिशों के वज्चीय-युरनफल मे 


अभिव्यवत किया जा सकता है। 


या 29» 7-० 2८ 9. 

या 89८ (7- ०)55०. >््केण 
(2) से स्पष्ट है कि सदिश (7- ०), सदिश 2 के समास्तर है । 

या 7«- 0--/8. 

या 7-० +- 9. ९3) 


समीकरण (3) एक सरल-रेखा है जोकि सदिश 9 के समान्तर है 


प्ौर विरदु ७ मे से होकर जाती है । भ्रत. चर सदिश ३ का भ्रम्तिम सिरा इस 
सरल-रैखा पर है, या 9 का बिन्दु-पथ एक स्रीधी रेखा है । 


6. 


सिद्ध करो कि १ विन्दु से होकर जाने वाली झौंर ०9, 9, ० सदिशों के 
साथ समान कोण बनाने बाली रेखा का समीकरण 


॥#0--2 (० 02८९-६७ ८२९४-०८ 9२८४) है । (लखनऊ 6॥] 
हे 
माना वह रेखा इकाई सदिश ६ के समान्तर है। तो इसका समीकरण 
की 
२5-१+ 5६ है । बन) 


औै है 
माना यह ०, 0, ० के साथ 6 कोरा बनाती है। और 9, 9, ० क्रमशः 
गम, 9, ० की दिशा में इकाई सदिश हैं । तो 


मै कि मै री 
2, $ ८८ 9. ६ ++ ७. %-८(७०$ 89. (2) 
भी की 
या । (७-४७) २००. ,3) 
# है 
और ६६. (9-०) -०0. नव) 


६3) भौर (4) से स्पष्ट है कि संदिश फ ह न ) और 
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मे है कि न 
(0-८) पर लम्ब है । इसलिए %, (3-०) >< (७-७०) के 
समान्‍्तर है । 


अत' सरल-रेखा का समीकरण है 


पा 
घ्चच्पे+ ४ ६ (४७-४७) % (७-०) ) 


५ - 2४ है # # +# +  # 
बस (8 29४--०३३-+० ३८ ८). 


बत्ती +-०8० 5" (८४३८ ०+-१९०८४+- ०४० >९ ०). 
बनते +/ (८३०८४७--०८ २ ४-० ००८०). *€%श डी. 


प्रश्नावली 7 


सिद्ध करो कि (8-9) )»९ (४+-७) ० 282८७. इसकी ज्यामितीय 
व्याहुया करो । 
(लखनऊ 56, 59, आगरा 66, 67] 

सिद्ध करो कि 
32% (0०+०)+०३८ (०+8)+०>९ (७+०) - 0. 
यदि 9, ७, ० किसी ज़िशुज के शोर हैं, ठो सिद्ध करो कि तिश्ुञ॒ का 
सदिश-क्षेत्रफल >> (9८९+००८ ०-- ००८ ७). 

[उत्तल 50, विक्रम 63] 
इससे तीन बिन्दुओ के समरेख होने का प्रतिवन्ध ज्ञात दरो । 
यदि विन्दु &, छे, ८ के किसी मूलविन्दु के सापेक्ष स्थिति-सदिश 9, 
७, ८ हो तो सिद्ध करो कि सदिश 
(8 2९७५-४७ % ०५-०>८ 2») समतल 2४80 पर लम्ब होगा । 
उस समानान्तर चतुमुज का दोत्रफल ज्ञात करो जिसकी दो झसस्न 
मुजाएं $+2[+ 38 और - 3- 2]+४ हैं । 

लिखनऊ 57, इला० 57] 
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उस समानास्तर चतुभुं ज का धोत्रफल ज्ञात करो जिसके बिकर्ण 
अंक 2६ भौर /(५- 3+ 4 हैं । 
दो सदिश ४ धौर 9 के बीच के कोण का ज्या (शाह) ज्ञात करी, 
8-७ 3$ 4-+ 26, ७-०2३+ 2] + 45. 

[लखनऊ 60] 
दो सदिशों 8-३० 4 शाप #--- 3+ 7 द्वारा घेरे गए 
क्षेत्रकल का मान ज्ञात करो । 


सिद्ध करो कि एक समतल चतुमुंज का क्षेत्रफल 
क्र क्र 
वब् के ॥0 ६ 80. 


यर 
[सकेत उन दो जिभुजो का छ्षेत्रफत ह्वात करी जिनसे विकर्ण 0 चतु- 
भुंज को विभाजित करता है| 
सिद्ध करो कि किसी समलब की एक झसमानान्तर भुजा के मध्य-बिन्दु 
के सम्मुख भुजा के सिरो को मिलाने से जो प्रिभुज बनता हैं उसका 
क्षत्रफल समलब के क्षेत्रफल का आधा होता है । 

[प्रागरा 57] 
सिद्ध करो कि दो सदिशों ७ और ८ पर लम्बन्सदिश का समीकरण 
इब्न्8ेने [9७२७०) है । 

लिखनऊ 56, 57, 59] 


यदि चतुष्फलक के प्रत्येक समतल के सदिश-क्षेत्र की दिशा, उस पर 


बाह्य झोर भ्रभिलेव की दिशा है, तो सिद्ध करी कि चारो सदिशःदक्षेत्रों 
का योग शून्य है । 


[पकेत बाहालब व, का परिमाण ऋ|ठे (720४9), ४६ का ज्तहूँ 
(७०८०).... ... 


4.5 यान्त्रिकी में अनुप्रयोग (#फफ्लॉट्थ्ी०ा५ 40 ग्रात्यो्षांह५) 


लागी का प्रप्नेय: ([उक्तांड ॥॥6ण७॥ा) यदि एक विन्दु पर काये करने 


दाले दीन बल सतुलन प्रवस्था मे हों तो प्रत्येक बल दूसरे दो बलो के बीच के 
कोण के ज्या (डंत०) के श्रनुपाती होता है ) 
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नल +> “>> 


माना तोत बल #फ्रीकि शी छि #, 
एक बिन्दु पर कार्य कर रहे हैं झौर वे हि 4 
सतुलन-अवस्था मे हैं । है ४ 
हू ह& 
माना »,०, ० बल 5%,, 79, 
६५ वी दिशाओ्रों मे इकाई सदिश हैं । 


चूकि दल संतुलन में हैं इसलिए 














उनका सदिशन्योग ढ़ 
# .. #. #& 
छ8+ 7३ ०+ 7३०5 0. 
पी) डि 
है + जे 
3 और ४ से क्रमक सदिश-गुणा करने पर 
हक ह * 
के, 82८०+ 73 382 ८-0. 
कै कै 
या #५ 39८ ७-5 9५ ०१९ 3. हक ७») | 
कै +. # 5 
और ७५ 92८ 8+- ४५ 9 ६ ९5८०. 
# # + + 
या ए,8३२४० ८७३८८ बन) 
फ्ः हर, ड] 
(2) और (3) से -< + 5“ 5 क्र 
ण्ख्नि |८<थ् [2>< "| 
बन कट 8 2म8, 
अंत 6॥ डा9 6५2 5च 63 


4.6 वल द्वारा किया गया का्ये | (उण] हणाध ऐड ब #ण९९) 
एक बल द्वारा क्रिया गया कार्य एक अदिश राशि है भौर यह बल तथा 
बल की दिशा में जिस्थापत के घटक के ग्रुणनफल के वराबर होता है । 


यदि ए और ४ बल-सदिश तथा विस्थापन-सदिश निरूपित करने हैं 
और इनके दीच का कोण 6 है तो 
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के >> 
किया गया कार्य ७४5 ४6 ००६ 8-5 9. थे. होगा न) 
(0) से स्पष्ट है कि ५४ घन, ऋणा, या घून्य होगा यदि 6 न्युन, अधिक 
या सब कोटा है । 


माना एक कण पर कई दत 9&,, ४.....8, कार्ये कर रहे हैं मोर 
विस्थापन-सदिश पे है ) तो छुल किया गया कार्य 


त्-्> ्-> न्न्के 
० ए,. 8+६५- १... 8५. 7. 
+। बिजइओ 
बच) थे. 
॥] 


जोकि परिणाग्प्ति बल द्वारा क्ए गए कार्य के बराबर है गत: एक 
बिन्दु धर कर रहे कई दलों का कार्य >-उनके परिणामित बत द्वारा किया 
शया कार्य 


4.37 बल का घूणे या ऐ 5  (४०फला ण 40हू०९ ० ३ 7०0) 
बल का परिमाण भर दिशा होती है भौर कार्य-दिया भी । मतः बल 
एक सरल-रेजा में स्थानीहृत १०८४४८००) संदिश-राधि है। एकमात्र सदिश 
#, केवल बल का परिमाण और दिशा निरूपित करता हे)! इसलिए इसकी 
फार्य-दिशा को प्रभिव्यक्त करने के लिए एक झोर संदिश की भी प्रावस्यकता 
होती है । ध्राम: बल का किसी ढिन्‍्दु के पति घूर्ण के सदिश लिया जाता है ? 


आस. 
माना 0 कोई दिन्दु है मौर बल ह को कार्य-दिशा पर क्सो बिन्दु ए 
हा 0 के सापेक्ष स्थिति-सदिज्ष र है और माना 0 से 


स्ल्कः के 
फ पर तब 0. है । 


ऐटिआ 
बल ह का बिन्दु 0 के श्रतति घूस 
न बे 
कच्चा हि. न्न्न्‌) छ 


न> 
ण का परिमारा न पे 
जाग 85"50.+#>-/छफ, 

ही €4। 
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बज ्> 
और फ, 7 और एं, या समठल 07% पर लद है श्रोर इसके इस 
और होता है जिससे 0 ब्रिन्दु को वल बामावते-दिशा में धुमावे । 


ब्> न्नक 
यदि बल प और घूर्णा 7० दिया हुम्ना हो तो बल पूर्णंदया-परिमाण, 


न्क 
दिशा और कार्ये-दिशा मे अभिव्यक्त किया हुआ माना जाता है । कार्य-दिशा 0 
के लब और 0 में से होकर जाते वाले समतल पर स्थित होती है । ग्रौर इसकी 


_्> 
0 से दूरी 755१४/४ सूत्र से निकाली जा सकती है | ?, सदिश ४) का मापाक 
है । भौर इसकी दिशा ४ की दिशा ही होती है परन्‍्तु 2, 0 के उस और होगा 


्> 
कि 0. से ४ को ओर घूर्णन, एण की दिशा के सापेक्ष घन होगा । 


4.8 किम्ही बलों का घूरा (ध००्शा। ण॑ 3 ॥रणाऐश ० ०९७) 
माना बिन्दु ए पर ह बल ६,, 7५ .. ६, कार्य कर रहे हैं श्रौर उतका 
परिणामित बल ॥--7, 4-४५ «« के + है । और 0 कोई विन्दु है। 


>> 
माना 07-४0, तो ६ का 0 ग्रवेक्षा घृर्णन 


बज न 
75-07 ३९ ४९. 


शक न्न्के- नञके 
ज5 07% 0, +99.... +०) 


+्> +> >> 
कच्ग€ हा 79५9 ग हि. 
+> ग्रलग-अलग बलो के घूर्शों का सदिश-योग 
अतः यदि कई वल किसी बिन्दु ? पर कार्य कर रहे हो भौर उनको, 
उनके परिणामित बल रे से बदला जाय तो कुल पूर्ण में कोई परिवर्तन 
नही होता । 
4.9 किसी वल का किसी रेखा की अपेक्षा घूर्णा (४०फ७शा। 2 


किए 28णा६ 2 ॥76) 


>> 
माना स्रदिश # और ४ के समकोणोय निर्देशाक घटक निम्न हैं 
>> 


छ--ख+3]+ 2४. ब्) 
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इल्‍्कं + | + २४. न्न्न्द2) 
$, $, & ग्रक्षी की दिशाग्रों मे इकाई-सदिश है। तो बल्न ह का मुल- 


ण्न्त 
बिन्दु 0 के सापेक्ष घूर्ो -- ४५ धौर 


ते 
गार-(घे+-)]+:%) २ (शं+)]+ गे. 


3 5 
डर ड 
श्ट 


४ 
[२६ 
न्न्न्के 
यो गारू(2- 2४) + (२४ - 52) 4+ (४४-३२0)४. ....(3) 
7४ का । की दिशा में घटक 
ब्ग८5(७2- 2४) है । जन(4) 
स्थितिविज्ञान (803009) में हम जानते है कि # का गुणाक, समोकरण 
(।) में, बल # का :- प्रक्ष के सावेक्ष घू्णा है। 
[, ४- प्रक्ष की दिशा में, इकाई-सदिश है ।) 
प्रत: (4) से 9 का ४“ ग्रक्ष के सापेक्ष धूर्ण ७। है । 
चूंकि 0 को मूल-विन्दु मान कर, 0 मे से किसी भी रेखा की ४« 


भ्रक्ष माना जा सकता है ग्रत. बल £ का 0 में से जाने वाली किस्ती रेखा के 


सापेक्ष पूर्ण, #का 0 के सापेक्ष घूर् का रेखा फी दिशा में घटक, के 
सप्तान है । 


श्रत: निर्देशाक-अक्षो के सावेक्ष & के धूर्ण क्रमशः 
गाल, ॥.] और ४ा.8 हैं । 


सोद:-किसी बल का किसी विन्दु के सापेक्ष घूर्ण एक संदिश-राशि है 
परन्तु किसी रेखा के सापेक्ष धूणे एक अ्रदिश-राशि होती है । 

ऊपर के विवरण से हम एक स्थानीकृत सादिश का, किसी बिन्दु के 
सावेक्ष, घूर्ण की परिभाषा इस प्रकार से भो दे सकते है । 

परिभाषा--क्सी बिन्दु 7 में से होकर जाने वाली रेखा में स्थानीकृत 
सदिश ४ का मूल-विन्दु के सापेक्ष घूर्ण 72८४ है । 
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4.20 हृढ़ वस्तु का कोणीय-बेग ॥ (#98णभ एशण्लाए ग॑ 5 सहाव 
9ण्वज) 


भाना एक हृद वस्तु एक स्थिर-भ्रक्ष 0प के सापेक्ष धूप रही है प्ौर 
इसका कोएीए-वेग ? है जोकि एक समा है । कोणीय-वेग एकमात्र विधि 


में सदिश रे द्वारा निरूपित किया जो सकता है । इसका माप्राक ७ है भौर 
दिशा झश् के समानान्तर, घूर्णून के भ्रपेणा घन दिशा, को शोर है। प्र्थात्‌ 
उस दिशा में जिस प्रोर एक दक्षिणावर्तो पेच को वस्तु के घूर्णद की प्रोर 
भुमाने से आगे बढ़ता है । 


माना 0, अ्क्ष पर एक स्थिर बिन्दु है, भ्ौर ? वस्तु का एक स्थिर 


(7764) बिन्दु है। ?]४ ग्रक्ष पर लम्ब है और करज्त बिन्दु ? एक ऐसे 
वृत्त पर धूम रहा है जिसकी ज़िज्या 0प है। और ९४-०४ इसका बेगरू 
ए२२८ जच्च्ट, जा 

बेय की दिशा एप त्रिज्या और श्रक्ष, दोनो पर लब है या समतल 
03४ पर लंब है । ऐसे वेग को & 9८१ द्वारा निरूषित किया जाता है । 
उदाहरण. . 


एक करण प्र का कर रहे बलों के परिमाण 5, 3, और | 
पोंढ भार हैं और क्रश: छदिश (6-+2|4-38), (37- 2]+-62) और 
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(2।- 3] - 658) को दिशा मे कार्ये कर रहे हैं। वल स्थिर हैं और करा विन्दु 
6(2--- 30 से 8 ($-व+%) तक विस्थापित होता है। बलों द्वारा 
किया गद्या का ज्ञात करो, जवकि लम्बाई की इकाई फुट है। 

म्राना बल !, 0, 7 5, 3 झोौर । पौ- भार क्रमश सदिश (6+ 
2]+ 35), (॥- 2[+ (७) और (2- 3]- 65) की दिशा में कार्य कर 
रहे हैं मोर मुल्विन्दु 0 है। तो 


हि ] 


६6(५२३+१६ 
डर 





बन 
07-(#+ 2[+ 3). 


के 
00 की दिशा में इकाई सदिश 


उ+३(6 + 2+ 3४3. 

४. 5 पौं. भार का बस 7७5६ (6+ 2]+ 39) बन) 
इसी प्रकार बल ९ ख्च (3- 2-65), जन्न2) 
प्र परे आई (श- 3- 60), >«(3) 


ज्न्जे 
९, ९, ॥९ का परिणामित बल 75-() + (2) + (3). 


नन्‍्क (48+3+ 270). » (4) 

च्न्के रथ 
विस्थापन-सदिश थे, >+#ै8--(5४-+5६)- (२-।- 30), 
(3. 4).). न) 


ि जा. 
कया गया कार्य तक , 0:7२(4]++ 278) (3+- 48). 
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जत्छ (23+ थे डट रे 
पी. भाः 
बिखु (2- |+ 20) मे से होकर जाने वाले बल (3+%) का 

बिन्दु (+2]-॥8) की अपेक्षा ऐ ठ (/04०८) ज्ञात करो । 
(राज० 57, पटना 63, झागरा 63) 


माना विन्दु (+2- 9) प्रौर (2-+ 39) 0 ओर ? हैं झौर 


> 
बल (3+ 8) को 8 से निर्देशित किया जाता है । तो 
के का 0 की अपेक्षा घूर्ण 


कि (२५ /+3&) 


>> ++3 

ब्न्छऐडपफ ए 

# ((2-]+ 3.)- 0 + 2 + ४)) » 
(अ+॥). 

ज+(- 3]+49) » (3+9).- 

॥ 459 

]<-3 4 

30 

6 इकाई दल विर्दु ? (4-4+ 78) में से सदिश (9+ 6]- 25) 

की दिशा में कार्य करता है| इसका घूर्ण बिन्दु & (- 2$+ 29) 

की ग्रपेक्षा ज्ञात करो । और बिन्दु # मे से निर्देशाक्त-प्रक्षो के समा- 

स्तर भरक्षो के सापेक्ष घूर्णो भी ज्ञात करों 

चल वी दिशा में इक्ाई सदिश 


ज्+(- 3+ 5-4 98). 
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2 
क्््(शै+ ७- 2)- है| 


2 6 
“« 6 इकाई का दल ६ (४+ ७४- श्) 
सदिश द्वारा निरूपित किया जा सकता है । 


हि 
(7-353+2+#) 


५ 


हि (97०59 2) 
ग्रे 


९2७०-२१ १२) 


ह्न्के 

#ै?ए-०(4-3+ 75) -+ 8 - 3) + 2.) 
5८(3-+ 2$+ 50) 

बिन्दु ै के सापेक्ष घूर्रो 


जे त्जे >> 


शा ज5 ९:८४. 


न्न्न2) 


6 
स॑(उक शक 8) >पूर्‌ (४+ ७- २४६0). 
वे ऊे 
5-5 
6-2 





6 थाई 
तप 34+ 5]). 


न्न्नउ) 


कर कर बह च्न्जे लक 
भक्षो के सापेक्ष धूर्ण रू पा . , गए | है, 0? - ॥.. 


- 204 . 306 
भा जाः और 0, इकाई. 


॥| 


एक हंढ़ वस्तु एक स्थिर बिन्दु (38-३- 2४) के उा्पेष्ठ 5 रेडियन 
प्रति सँकण्ड के कोशीय-बेग से अमि ($फ़ांग) कर रही है। और 
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चूर्णन श्रक्ष सदिश (2-+]- 28) की दिशा में है। सिद्ध करोकि 

बिन्दु (4 +-$) और (3+ 2]+-॥0 पर वेग क्रमशः 5(2-2]+£) 

और 5 (3- 2|+ 29%) हैं। 

मात्रा स्थिर बिन्दु 0, (3-]- 20) है।झ्रोर अ्रक्ष 08 सदिश 
(22+॥|* 20) की दिशा मे है । 


्न्क 
06 की दिशा में इकई-सदिश 


हज (2+]* 28). ल्‍ (व) 
अ्रत. कोग्रीय-वेग सदिश 55ई (2+4- 20). न 
ि 


शर्ट 2 कवर 





९, (कहन्‍-/ 2 


९, ७/* ४) 
0|(3+-२-%४० 
+> 
97ल्‍-5 >(3४-३- 2%)+ (वी की 
नै (+ 2+ 200, » 8 


>> 
07, -+ (3+ 28+॥0 - (3-4 - 28) 
+(3]+ 30) 589 


न्‍्ड >» 
मै पर वेग ८६ 04% 00 >ह (श++ 2४)26 (+ 
+ शत 





| चत्ई (6- 6+ 30) 


ब्यऊ (22- 2[+9४) >> कं हक. 
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ब्ऊ ब्त> ८ 
2, पर वेग २08 >८ 00, 55ई (आ+$- 200) » (अ+ 20 
२5 (3- 2+ 28). . (5) 


प्रश्नावली 8 


सिद्ध करो कि बिन्दु (5, 2, 4) मे से होकर जाने वाले बल (4, 2, () 
का बिन्दु (3, -, 3) की अपेक्षा घूर्ण (, 2, -8) है । 

5 दकाई बल संदिश (88+ 4] - ४) को दिशा मे कार्य कर रहा है 
और बिन्दु (3/- ]+ 68) मे से गुजरता है। इसका विर्दु 0 (+ 
2]- 300 के सापेक्ष घूरां ज्ञात करो। श्रौर 0 में से निर्देशाक-प्रक्षो 
के प्तमान्तर भ्रक्षो के सापेक्ष भी घूर्ण ज्ञात करो । 

एक हृष्ठ वस्तु 4 रेडियन प्रति सेकण्ड के कोस्यीय-वेग से, विष्दु 
(, 3, -) में से गुजरने वाले सदिश (0, 3, -) की दिशा में, 
प्रक्ष के सापेक्ष भ्रमि (597) करती है। ब्रिन्दु (4, ->2, ) पर 
इसका बेग ज्ञात करो । 

[प्रामरा, 62] 
एक करण का कोशीय-वेग 3 रेडियन प्र० से० है। झौर घूर्णन-प्रक्ष 
बिन्‍्दुप्नो (॥, ।, 2) श्रोर (, 2, -2) मे से ग्ृजरता है। तो बिन्दु 
(3, 6, -4) पर बेग ज्ञात करो । 

[पंजाब, 59) 
एक हृढ घस्तु एक स्थिर बिन्दु (3, -2, -) के सापेक्ष 4 रेडियन 
प्र० से० के कोशोय-वेग से भ्रमि कर रही है । घूर्णन-प्रक्ष को दिशा 
(, 2, -2) है। तो मिद्ध करो कि दिन्दु (4, ।, ।) पर बेग ई 
(0, -4, ।) है । 


434 


सदिश विश्लेषण 


एक ।5 इकाई बल, सदिश ([- 2]+35) की दिशा में कार्य कर 
रहा है और विन्दु (2-2]+-2%) मे से गुनरता है। तो इसका 
बिन्दु (/+-] +-$.) के सापेक्ष घूराँ ज्ञात करो । 
एक कण पर बल (44+- 38) ओर (3॥+-- ४) कार्य कर रहे 
हैं भौर इसको, बिन्दु (+ 2]+ 30) से (5+-4 + $) तक, बिस्था- 
पित करते हैं। कुल किया गया कार्य ज्ञात करो । 

[जखतऊ 60, बिहार 60, कलकत्ता 62, झ्ागरा 67] 


5 
तीन और चार सबिशों का गुणनफल 


5. परिचय गुणाज गुरणनफल (7णा70॥९ 70072) 

पिछले ग्रध्याय मे हम देस छुके है कि दो सदिशों को हम दो प्रकार मे 
प्रम्बन्धित कर सकते हैं () अदिश-गुणनफल 9.0, जिससे अ्रदिश-राशि प्राप्त 
होती है भ्रौर (2) सदिश-गरुणनफल 9०९४, जिससे हमे एक सदिश-राशि 
मिलती है | हम ७३८८ के साथ एक तीसरे सदिश 9 का बिन्दु-मुणनफल झौर 
सदिश-गुरानफल भी प्राप्त कर सकते है | ग्रुणत 89९ (9८) या 3. (9०) से 
कोई प्र्थ मही निकलता क्योकि (9.०) तो एक श्रदिश-राशि है । भर 9. (9.८) 
तो (9,९) » है। प्रर्थाव्‌ » बी दिशा मे सदिण जिसका मार्पाक 49० ९०४ 9 है 
(8, ? भ्रौर ५ के बीच का कोश है) 


5.2 ब्निक अदिश-गुणुनफल (5०00-000९-ह7०१४०६) 


यदि 9 9 और ० तोन सदिश है तो 2 का, 9 झ्ौर ० के सदिश-गुणन- 
फल से, अ्रदिश-गुणा करने से एक अदिश-राशि प्राप्त होती है जिसको सदिशों 
#, ॥ ८ का त्रिव-प्रदिश-गुरानफल कहते है। इसको 9. (9)९०) या [70९] 
या [», ), 6] लिसा जाता है। इसको मिश्रित-गरुणनफल (78०9) भी 
पऋहते है क्यौकि इसमें बिग्दु शोर बच्च दोनों ही होते है । 


ज्यामितीय व्याख्या : (ह९०शाधंर्त व॥शफ्ा८/३४४०॥) 


माना # और ४ के वीच का कोण 6 है श्रौर 89:9७ और ८ के बीच 
6है। 


गन 
और 2३९ 9 56४ 89 8 ४, * ([) 
भी 

7 इकाई सदिश और ८ के समतल 4९ लंब की दिशा में है । 


हु 
शोर, क और ४ के दीच का कोए 6 है। पत्र 
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हु 
€.३ ३९४ ९ (40 50 4 |) 
#* ध्रई८ #० 6 (९०४ 8. मन ७ | 





अब एक ऐसा समान्तरफलक (7973८।८ए७ 9००) खीचो जिसके तीन 
सगामी किनारो 08, 08, 0८ की लम्बाई झर दिशा क्रमश. 9, 0, ८ की 
ही । समान्तर चतुभुंज 087 का संदिश क्षेत्रफल |3 2९ ७| है । भौर इसकी 


गा 
दिशा ४ की दिशा है जोकि 08098 पर लम्ब है । 
हा 
भ्रव ९. (8 ८ 0) * ८, (48 50॥ 6 9) -- क्षेत्र 08508). 00 (९०58 
955+₹ समान्‍्तरफलक का आयतन है । मं 


यदि 8 च्यून है तो तिक-गरुणनफल धन होगा। प्रर्यात्‌ », ७, ४ एक 
दक्षिणावर्ती सदिशो की पद्धति बनाते हैं | 


+ 9.९--९.७ 
जन [व३८9) ९८-९८. (89८0). 
या [श्क८] ज् [८०७]. >+ (4) 


पुनः 2 > 9-८ +- (9०9) 
तो (82८७) , ए-- -(०>८9). ८. 
वा [४४८] बन + [08०]. 5] 
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इसी प्रकार ९. (89८7)-5 “० (9८१8) 


या [८क] जे + [कक]. +(6) 
इसी प्रकार 9 (6१% ») *₹ (92८ ८). 2. रत: 
भ्र्त 
५-+ [80८] «+ [00७] +> [९०७] 

कय +“ [छए्] 5 - आओ -- - [28७५ 5) 


(8) मे दक्षिणा-पक्ष में हम देखते हैं क्रि यदि 9, 9, ० के चन्नीय क्रम 
को बदल दें तो गुगनफल ऋण हो जाता है । इससे हम यह परिशाम निकल 
सकते हैं कि त्रिक-प्रदिश-गुणनफल का मान उसके खण्डो के क्रम पर ही निर्मर 
करता है श्रौर बिन्दु तथा बज्ञ की स्थिति में स्वाधीन है। श्रत बिन्दु और 
बज्य भ्रदल-बदल करने से गुणनफल के मान में कोई ग्रन्तर नहीं पड़ता । 

53 अ्दिश-त्रिक्र-गुणानफल को घटको में भ्रभिव्यक्त करना । 
इिल्ोशनांए0-एा०१6त वी शा॥$ ण॑ ९ण॥ाफुणाशा।,) 

माना 5, |, $ तीन इकाई सदिश है जो परस्पर लम्ब हैं। भौर 9,0,९ 
तीन सदिश हैं कि 

अज्टथआ + 4३+ 4५७६, 

७७८०४ १४+ ०४६, 

€४७८॥+ ८४) + ६६७. 

प्रव 89९ 0 (०५९३ “- 4382) + (०५७३ ५ ०११५)] + (०१९३ के 2 ६ 


६... (3) 
दोनों घोर ६ से श्रदिश-गुणा करने से 


(9 2९ ७) 6२-(०५०; - ०३९५) $ +- (०३९, - ०१९५) 4+- (०,९१३ - १५ 


*) 0). 
(धां+<आंक दा 
न९०(१५९३ " 457५) + ८2(०७५०, - 5.0५) + ०३ ॥02-०:/१)- 
8 आह आओ 
नन्ण शशि ०8 «“(2) 
85% . 








जोकि समानास्तरफलक का ग्रायवत है जिसका एक योना मूल- 
बिन्दु है । 
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उप-प्रमेय-. मदि दो सदिश समान या समानान्तर हो, ज॑से 75-४६ ८ तो 
ऊपर (2) मे दो परक्तियाँ (दूस्तरी और तीसरी) सर्वेसम होगी और सारशणिक 
का सान शून्य होगा । 

[राज० 972] 


“० [88४9] 5 [0४०] [कट] 50. >ेड), 
अतः यदि दो सदिश समान या समानान्तर हो तो उनका भदिश-त्रिस- 
गुगमनफल शून्य होगा । 
उप-प्रमेय-2. विशेष स्थिति में [ &]-5. (4) 
क्योकि ऊपर (2) मे विकर्ण को छोड शेष सब ग्रवयव शून्य हैं ॥ 


उप-प्रमेय> 3. संदिश-त्रिक-ग्रुणानफल [89८] को तोन प्रसमतलीय सदिशों 
4, 70, ॥ के पदों में भ्मिव्यक्त करना ( 


माता तीन सदिश 2, ०, ८ ऐसे हैं कि 


ज्न््कय नी-4,0 + ४५0, 

७०5०, + 2,0०+ 8५०, 

च्नत्थॉ+दपएेेदु० 

तो (७३८०)७>(७,०३- ५५१३) 9३८४+ (8३० + ८३63) 79८+ 
(0५ - 4४५) 92८॥0 नल) 


3 (०,८९)--०] (0५०३ - ८५७५) ! 7702८०+०५ (१३८ + ८0) 
फ. ॥9<॥+4-०5(2]०५ + 2४३) ० | >६ एए. 





5 ८ शक! 
8 2 28 | ७०]. ज (2) 
4 व्छु ८३ 
क्योकि [०७ ॥ ] >-[ए॥ ७ 9]5८ [एव ७१) इत्यादि शून्य हैं और 
[7 गु [छाण]] - [7व॥7]. 
उप-ग्रमेय-4. हम पिछले अ्रध्याय मे सिद्ध कर चुके हैं कि प्रदिश-ग्रुएनफल 
श्रौर सदिश-गुणनफल दोनो बटव-नियम का पालन करते हैं | भ्रत 
छ, ०--१, ८+ ८] ++२६ (9-6) ८ (८+ ९) 
जच्ब [(92८०)+(0+6)+(१२८८)+ (82< ०) |. 
उ| 00]+ [206 | + [ ब्यट] + [246] . 
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प्रत्येक पद में चक्रीय क्रम को बनाए रखा है ॥ 
5.4 प्रतिबन्ध कि तीन सदिश समतलीय हों ((००क्।णा धाश धाए९० 


१श्लैणा$ हा0 एकरॉशञश) 


श्रनुच्छेद 5.2 से स्पष्ट है कि यदि तीन सदिश 9, 8, «८ समतलीय है 
के न जऊ्३ 


तो 0#, 08, 00 के एक ही तल में होने से सभानाग्तरफलक का 
प्रायतन शुस्य हो जाता है। विलोमत' यदि 2 (9%८०)-०० तो सदिण 
समतलीय होगे । क्योकि 9७» ०, दोनो संदिशों ७ और ८, के समतल पर लम्व 
है । गौर यदि 9, (७००८८)२६०, तो इसका अर्थ यह हुआ कि ४२९८ सदिश 
9 पर भी लम्ब है। इसलिए 2,9,० समतलोय हैं । 

अतः प्रदिश-त्रिक-गुरनफल [४ ४ ०] शून्य हीगा यदि प्ौर केघल भ्रदि 
(४) तीनो सदिश समतलीय हैं । 


5.5 सदिश-त्रिक-गरुशनफल | (४८८००ण-॥४फ७॥०-क१०१४०) 
अब हम 8 और (७०८ ९) के बच्ध-गुणनफल पर विचार करते हैं । 


2, 
माना ऐ -+०३०८ (७2८९०). "() 
यह एक सदिश है क्योकि यह & भौर (७)८ ०), दो सदिशो का सदिश- 


ब्> 
गूणनफले है। ९, » श्रौर (७२८०) दोनो पर लम्ब है । परन्तु (0०) भी 


33. # ग् 
४ भ्रौर ५ दोनो पर लम्व है। इसलिए ए संदिश ७ और ८ के समतल में 
स्थित है श्लौर २» इस पर लम्ब है ) 


कक: 
अतः हम ? को ४9 झ्रौर ८ के पदो मे अभिव्यक्त कर संहते हैं । 


>> 
माना 95-०9 ३८ 9>< ०) 5-४ + कार डी 


6 भ्रौर #४ ग्रदिश हैं) 

पग्रव / और १४ का मान ज्ञात करने के लिए एक, तीत इकाई सर्दिश , 
4, ४, जो परस्पर लम्ब हों, उनकी दक्षिणादर्ती पद्धति का विचार करो । प्रौर 
ऐसे समजित करो कि |, 9 के समानान्तर हो।$ इस पर सम्। हो तथा 
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$ और ४ के समतल मे स्थित हो $ तद हम सदिश 3, 8, ८ के निम्न प्रकारस 
लिख सकते हैं । 
फच्ज्शूं ह(2) 
€चत"्णं+वदा+वक नगरी 





श्रौर 8-८ + ०, + ०३४. ह(4) 
(2) भोर (3) से 
82०5-5८ २९ (क४+ 45३४) 

च्ज्छ्टडं लि ) 
>० 32९ (82९ ९) 55 (०३ + ०५ + ०३६) >€ 2०३. 
ज२०५५३४- ०५९८३६- न) 
22<२/4 को जोडने झौर घटाने से 
326 [92८ ०)७-(०,० + ०३०७0 - ०५९८ + ६६६). 

5 (8 ९)9 - (9 0८. न) 


5 280. “के 
[2४४ 2.० 


इसी प्रकृपर 
(0०८०)>८ 8 कर +१3> (0०:४०) 
नत(3 9)2- (3.८)8 >- (8) 
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नोठः--पदिश-पत्रिक-गुणनफल में कोप्ठक (णा००८८) के स्थान को 
बदल नहीं सकते । चू'कि 9९ (9 ८ ०) एक सदिश है जो 9७ और ८ सदिशों में 
अ्रभिव्यक्त किया जा सकता है। झ्ौर (39८9) «८ सदिश ७ भ्रौर 9 सदिशों में 
प्रभिव्यक्त किया जा सकता है। अभ्त: यह दोनो ग्रुणनफल सामान्य रूप में 
भिन्न सदिश ही निरूषित करते हैं । 


यदि ४ ग्रौर « समानान्तर हैं तो 9>( ८८८० तो त्रिक-गुणनफल भी 
शून्य होगा ; 


सदिश-भिक-गुगनफल का परिणाम निम्न विधि से याद किया जा 
सकता है। 

सदिश-श्रिक-ग्रुणनफल (बाह्य दूरस्थ) निकटवर्ती--(वाह्य निकट- 
वर्ती) दूरस्थ । 


5.6 सदिश के घटक (ए०४०णण६९ ? 
रण 8 १९९०.) 


्> 
माना सदिश 0?» 6 का, ७ 
और ? के समतल में दो लम्द घटकों 
में विधघटन करना है। एक तो » के 
समान्तर, दूसरा इसके लम्बबत । 


यदि 9 ओर 7 के बीच का 





है] 
कोण 6 है । श्लोर &, ४ वी दिशा से 
इकाई-सदिश है तो ४ का 9 को दिशा में घटक 


अर क हे 
0॥/-<7 005 8 बच८ 47 0०5 8 


न 27300... «20४ 
नि पर (४) 


[7, सदिश ए का मापाक है।] 


प्र रे न्> न्> ः 
3 की दिशा के लम्ब, घटकत्नी/ए +ता + 00 ०३ - 3.7 |, 
हि 
__(828)7- (87)48 . 39 (9८9) 
क्फजिकफ्ा 5+पफ्र-- नल 
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उदाहरण व. 
सदिश-त्रिक-ग्रुणनफल के सूत्र 326 (92९ ८)--(४.०)७ - (४ 9)९ का 
संत्यापन करो जबकि 
#ल्‍5(- 2]+ 3$), 9:--(2+- #), ८०5(|#5) 
मी 
्रव 92८८७ | 2 ]- | 552- 2+25&. ल्‍्) 
097| 
9 2९ (७३८ ०)--(।- 2]+ 38) ८ (2- 2 + 20). 
ज| “+29८]+28%%8 - 4]2८4- 4]2८ ४ + 60 २६ 
- 6६५८३: 
<+ (27+4]+ 29). बन) 
28.05८ - 2 + 3#5१. 
न (3.,०४०-2+]- ६8. * 
2.0--(2- 2- 3)5 - 3. 
४ (2.0)९--० - 3] - 3४. हर) 
(3)- (4)--5(9 ८)७ - (8 ७)८5-(24 +4]+ 20) +२० (०2८०). 
(2) से 
2, प्तिद्ध करो कि चार बिन्दु 
4+5]-78, --5%, 3+ 9]+ 42 और - 4+4]+ 4४ 
जझमतलीप हैं । 
[छब्बनऊ 50, बनारस 50, बढोदा 63) 
माना बिन्दु 0 के सापेक्ष चार बिन्दु #, 8, ८, 0 दिए हुए सरिशों 
से प्रभिव्यक्त किए गए हैं भ्र्थात्‌ 


>> 

0#&--4+ 5]+४. 
न 

08--- ६-४. 


बन 
00--3+9]+ 4६. 
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्+ 
075 +>4ी+4]+ 45. 


च्जे ्त ब्-्त> ्न्ऊ 
तो #8-- 08- 085-5-4१- 6] - 2४५८ 9. | ) 
ब्के च्न्के बने 
छ805--0९ - 08--3+ 0]+ 5६ प्‌ जो 
न्न्के ब्त 
20०५-०० - 005 - 7- 5]-०7 (3) 


बजे न>न्े 
सदिश 9, ५, 7 समतलीय होंगे यदि इनका भझदिश-त्रिक-गुशनफल 


शुन्प है १ 


कक । >4 -6 -2 
झब [फपृ१] हर! 3 40 5 | +४ -4(25)-3 
"7 -$ ०0| (-0)>7(-१०). 





चने बज चने 
मन, प्रत: 08, 80, (० समतलीय हैं । या बिन्दु 8, छे, 0, 9 


एक ही समतल पर स्थित हैं। 


सिद्ध करो कि [शा] [20०] ७| ॥.8 ४७ [८ 
प्रौर इसका कार्तीय (087८8/॥)| श,8 एके, 
तुल्य ज्ञात करो प्र.ब जे प्र6 


[पंजाब 60, प्रागरा 56, 65, बनारस 52, लखनऊ 52, 56, पढना 54] 


माना १5८०॥ +०,| + १३६, 
७०४६५: 8,] + 88६, 
">वा+दा+ वा, 
--/ +ईैं. + (३६, 

गाज के गण न हु, 


पच्चयओं नहर] के ४ 





7 ०] ०, १, 
[ण्ण] [छल[व+ | को, हे, मा | थे दे | 0) 
7]..73 १ ध्‌ष््५प 


दक्षिण-पक्ष मे दो सारशिको का गुणन एक 3-श्रेणी का सारशिक 


है जिसके ध्वमब 4. 3, 3. 0 हृत्यादद हैं। भतः 
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]क्‍.3 ॥8 6 | 
फ्रश09 शार 


[०] [छल 
फब् प्र ह९ । 





(१)] का कार्तीय तुल्य, दो सार्रणणिकों के गुणन का नियम है) 


प्रश्नावली 9 


सिद्ध करो कि 8 )< [7 2 3)--(४ 9८7) २९ 2. झौर 
0) 8 ८ (0३ ९) +-४ २८ (८०८७) + ०२ (8२८ 9)-5०. 
(0) ४३८ (0-+-०)+४० ०८ (८+ »)+ ०२८ (४+ ०)--०. 


[पंजाब 60, भ्ागरा 53, 65, 67, विक्रम 63, नागपुर 63, दिल्‍ली 63] 


2. 


सिद्ध करो कि 
(७+०)- [(0+८) & (०+०)] 552 [१०९८]. 

(0श 5, 6) 
सदिश-त्रिक-गुणतफल के सूत्र 
28 ३६ (0 > ०)--(५.०) ०७ - (9.0) ८ का सत्यापन करो जबकि 
28--- 2]+4-%, ०->27+]-+&, ८55 + 2]- ४. 
अदिश-त्रिक-गुणतफल ज्ञात करों 
[(2, -3, ॥), (0, “2, 2), (2, , ॥)]- 
घ्िद्ध करो कि बिन्दु & (4, 5, ), 8 (0, -), -), ० (3, 9, 4) 
और 0 (-4, 4, 4) समतलीय हैं + 
2 का मान ज्ञात करो कि बिन्दु (3, 2, ), (4, /, 5). 
(4, 2, -2) भौर (७, 5, -) समतलीय हो । 
सिद्ध करो कि 82८ (9 >< ८)२-(8 >< |) >< 6 (पी) यदि और केवल 


यदि (४०९०) » ०-२० या यदि 9 झौर ८ समरेख-सदिश हैं । 
[दिल्ली 58, कर्माटक 63] 


80. 


॥3: 


3 


4. 


5. 
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यदि ०+४०+-०-८० तो सिद्ध करो कि 
4 % 0-5७ ३८ ९ #६ ०9६ 8, 

[ए. एम. प्राई. £ 6०] 
सिद्ध करो कि 
(8- 0). (0- ८)+ (७-१) (८-०) + (५-० 6) (४-४)5-०. 
यदि 9, 9, ८ तीन इकाई सदिश हो और 22% (92 ८|>+ै तो 8, 
# और ० के साथ जो कोश बनाता है वे ज्ञात करों) [और ८ 
असमान्वर है) ! 

[शुज० 97) , नागपुर 63,] 
उस समास्तरकलक (एथ2९(९ए०७८०) का श्रायतन ज्ञात करों जिसक्रे 
बिनारे 8, ७, ८ संदिशों द्वारा अभिव्यक्त किए गए है और 
9-5(2 - 3]+ 40), ०--(।+ 2]- ४), ०८5०(३॥- ]+ 2४) 

[कर्नाटक 63) 
यदि 9, 9, ८ मूल-ब्रिन्दु से, बिन्दु ॥, छे, ८ तक तीन संदिण हैं तो 
छिद्ध करो कि 
226 7+- 9 2(०+ ९५३२९ 9 समतव #0 पर सम्ब है । 
यदि ।, 90, ॥ तीन ग्रसमतलीव-सदिश ही तो 

छ कि 
पक] (४५७) डा ग्री,है ॥ 9 पा (आगरा 49, नागपुर 62) 
8 ए09 7 
निम्न सर्व समित्रा (0८0७॥५) की स्थापना करो 
28% 2< (8 2८4) +2< (3 »८ )) +॥ 2< (89<.). 
जबकि ३, ], ॥६ लम्बप्रसामान्यक तयी हैं । (09ण0799) ४7209), 
हैं । 
मिद्ध करो कि 


बेब 38.0 #22 
[89०१ -- | एव ए.७ छ.८ 
सब सके. €,.९ 
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46. गुणनफल का मान ज्ञात करो 
[6+ 2-६)» (3+ 2- 40)) २ (2- ]+ 30). 
57 चार सदिशो का अदिश-गुणनफल 
(इल्बाश-फाए्वेएल ण एफ ए९८णा७) 
चार सदिश 9, ०, ०, 4 दिए हुए हो तो गुरानफल (9 >< 9). (००८४) 
या (9०९८). (७2< 6) इत्यादि चार सदिशों का ग्रदिश-गुणनफल कहलाता 
है । यह एक झक या झदिश-राशि होती है। चूंकि अदिश-तिक-गुगनफुल 
में हम बिन्दु और वज्ध को झापस मे बदल सकते हैं प्रतः हम ऊपर के गुणन“ 
फल को भी निम्न प्रकार से लिख सकते हैं । 
(82९ 9). (०>८ 0)--9,० >८ (० >८ ०), 
रू39, [(9.0) ०- (७०) ०]. 
>+(98) (8 ८)- (४७ ८) (3०). न्न्ग) 
इसको सारशिक के रूप में भी इस ध्रकार से लिख सकते हैं-- 


2८ ब86 


(४२९४७) (०१८०) | दफा (2) 


प्रमीक रश (2) लगराँज-सर्वंसमिका (38996 उठटा0(9) कहलाती है । 
विशेष स्थिति मे यदि ०-८9, और ०--४ तो 
(82८9). (89९ 0)-58७६ - (3,0)7 
उत6408 - 226₹ (057 95--०९४४ 7 8....(3) 
5.8 चार संदिशों का सदिम-गरुएवस्‍्ल (शल्ट०ह कृर०वण्ण णी गिए८ 
२९८ए०5) 
हम झब चार सदिशों के सदिश-युणनफल (४96४) २९ (०३०८१) पर 
विचार करते है । यह सदिश्य ४.९७ पर लम्व है इमलिए 8 और ४ के समतल' 
में स्थित है । अतः इसको ४ और 9 के पदो में ग्रभिव्यक्त कर सकते हैं । इसो 
प्रकार चूंडि यह ८ और ४ के समतल में भी स्थित है इसको ० थौर ० के पदों 
में भी अभिव्यक्त कर सकते हैं । ग्रत: यह समतल 9 ७ और ८४ के संमतल की 
अ्रतिच्छेद-रेखा के समास्तर है । 


नह 
इसको » गौर ० मे ग्रभिव्यक्त करने के लिए हँम इसरो ,&9 ४) 2८ ७ 


ज> 
डदिश-त्रिकष-मुशानफ्ल मान लेते हैं जद॒कि छा--९ ३८७ 
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क्र न्> ब्जे 
अब (9०९४७) >६ ए (3. ग्र० २९ (9.०) 9. 
जम [3.(० % 98)]0 - [०९०५१)] ४. 
ज्+[8०१]७- ए्ल्गु३ - (9) 
(दराज० 6] कक्‍्ल० 62] 
इसको सदिए ८ घर १ मे भी घभिव्यक्त किया जा सकता है | क्योकि 


ब््त 
माना ॥<59 > 9 


के 
>+ (2 2८४9) | (००८०)-> 79< (८५८ थे) 


ब्> बे 
ज्|+(09]९- ( 0०५ 
च्त गए ठ]०- [४७८११ नर) 
[बड्ेदा 60, राज० 6) 
उप्प्रमय ) () और (2) को समरात करमे पर हमे ७ ४७, ०, 6 में एंकघात 
सम्बन्ध प्राप्त होता है । 
>+ [0८१]०+ (ब<०] ७-- [००१] ०- [४४८] ७ 
या [900] ३- [१०१] #+ [०९१] ८- [०८] 45८0 (3) 
यदि (3] में 0 के स्थान पर + लिखे तो 
उ->[7०]4 4 [7६० ]७ + [779 ]९ 
क्र नल 
परन्तु [#0९] 760. [आगरा 60] 
उपप्रभेय 2, सम्बन्ध (8) के लिए दूसरी विधि भी है । 
यद्रि 5, 9, ८ संदिश असमतलीय हो, श्रर्थात्‌ [४७०] २८0. तो हम 7 
का 9, 9, ८ की दिशाप्रों से विघटत कर सकते हैं । 


माना 8 -+>० + ;७-+- 2८. ...5) 


दोनो शोर (७४ ८) मे भ्रदिश-पुशा करने पर 
[79०] +++[१४०]., (*. [४४७८] ८- [७८८०] ००. | 
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री एन 
[भ्ज्धा 





इसी प्रकार से (८ 8) और (४9८४७) से क्रम से अदिझ-ग्रुणा करने 
पे हमे प्राप्त है 


पा कस (७) 





3.9 ब्युत्कम-सदिशों की पद्धति (६संड्ा०८४ 555९७ ॑ १०६०७) 
यदि सदिश ४, ७”, ८" की परिभाषा निम्त प्रकार से करें कि 


' यूके ०5 शिल "“+ पग। »00 

जवकि #. », ८ तोत प्रयमतलीय-सदिश हैं ) मर्धाव्‌ [0९] #£0. 

27, 0”, ८” का क्रमशः 9, ७, « से अदिग-गुणा करो $ तो 

2.47 -+२.७९ ८०८.८! -->१ ५ लो 

या हम लिख सकते हैं वि 

क -59-), 9 -+०-, € २८९०१ बह) 

सम्दन्ध (2) वे कारण दोनो पदतिया #, 8, ० ग्योर अब, ७, ८” एक 
दूसरे का ब्युत्कम कहलाती हैं। 

लवप्रसामाग्यक सदिघ-त्रयी (णाग्रे्०णख्वां ४७७७०एा ६805) 4, ई 
ग्रौर 0 एक स्व-व्युत्कम पद्धति बनाते हैं । 

2, 9, € का ४, ०, ० में मान निकालते के लिए हमे प्राप्त है 


छा २ ८ -- (६23) 2 (७०९०) __(८७४७)४- (2०४)८ 
फ्ष्ष्नाः फिथ 











व्ष्तिः इज) 
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छ ७ 
इसी प्रकार ५ ९ ४ -ू रत * प्रोर (४ ४» ऐ! )*क्त न 
न््ल्त्जी 

(३) में दोनो भोर ७" का झदिश-ग्रुया करने पर 

मर रह मिशी की 
226 50९) . शिप् [ऋण] 
पा [४ ७ ९] [2०४] -5१. जज) 
[पागरा 50 57, राज» 39. 62] 
ण्ाऊ्रो 

ग्रौर एस किक (| 

कक । छा 
इसी प्रकार लत गौर [2७७] 7५ «५०) 


(।), (5) भौर (7) से स्पष्ट है कि ७, 0, ६ प्ौर ४ ७/, € एकन 
दूसरे के व्युत्क्रम पठतिया हैं॥ भोर (५) से हम देखते हैं कि [२७०] भोर 
(श को ४१] एकन्दूपरे के ध्यूत्कम है । भौर दोनो के चिद्ध भो एक ही हैं । 

इन दोनों पद्धत्षियों मे एक विशेषता यह है कि यदि प्रथम पर्दधात के 
किसी एक सदिश बा दूसरी पद्गति के किसी सदिश में भदिश-गुरणा करेंतों 
शुशनफल शून्य होगा । उदाहरण के लिए-- 

५ __ १. (०७८०) __ [४४७] 3 
ढ्ऐ 5 छा.) किले 0. न्ज्ज$) 
ऊपश्नप्नेष . घनुष्छेद 5.7 भे सभोकरण [4) को हम कणों, ४७, ८' वे पदों में 
भी लिख सकते है । 


[फट] 2 , [7८७] ७, [7४४७] 
(८ फ़ श्ल्‌ द् क्त 





या 7४३ (7.४ ॥३ + ए.०)४ + (7०१८ न्न्न9) 
इसी प्रकार सममिति से 
75"(7.») ७ + (0.७) ७' + [०0 ०' >« (0) 


$, $, $ को पद्धति स्व-ब्युत्कम होने के कारण 
इज) ३ तनी +६६) ४ पी है 3 । 
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5.0 दो उपयोगी चिघटन | (7%० ए५९८ए। 0९९०७%०अंप्रेणा5) 
() यदि 2, 9, ८ ग्रसमतलीय-सदिश हों तो सिद्ध करो कि 
0४२९९, ९८३, 39८9 
भी असमतलीय हैं/भोर 8, 9, ० को [लखनऊ 60] 
७१९०, ५५८७, ४9९४ में प्रभिव्यक्त करो । [लखनऊ 57] 
चूंकि 9, 0, ० असमतलीय है 
/« [20८] २६0. 
तो हमे सिद्ध करना है कि 
[०2८९०, ९२८०, ३२८०] +£0. 
अच [४ २८०, ८ २८8, 82९ 9] +-(० ,< ०) >८ (०२८०७) (४३८७). 
ब्ञ[[0९०] ८- [००४] ७). (४ » ४) 
बन [800] ९. (29८७०)--[०४०१२८0०. 
चूंकि [३१००५६०. 
भरत १ २८९, ८२८७, 82८७ असमतलीय हैं । हम किसो सदिश को 
इन मे प्रभिव्यक्त कर सकते हैं । 


माना #च्स (90% ०)+ सा (००९ ३)+२ (9 २९ ७) >्()) 
दोनो ओर क्रमिक ७, ७, « से गुणा करने पर 
3,8 - | [शले, या न्पूछतु * (2) 
2.0 
8.0 +२ | [४0८], या आर ज्ण्ता' 


2,6 55? [ट], या श्र हनी हा 


अत; 8 न्‍ू ह्न््त [2.8 (००८ ०)+9 7० (८ २८ 3) +- 9 ९(३ » #9)) 


>> ६3] 
इसी प्रकार हम 9 झर « का मान भी ज्ञात कर सकते है । 
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(2) यदि », ४, ५ तीन भ्रममतलीम-संदिश हो तो ७%०, ०१९ 9, 
४०८४ को 9, 9, ० में प्रभिव्यक्त करो । 

माना 9 >६ 6-5 ०-+- हा +- 70 गन) 

दोनों ग्रोर # १६ ० ००८8, ४2८9 का वारी-वारी से गुणा करने पर 


6 ८०) 
(७००). (७2८०) [४४०], या / [छत 





9 2८ ०) (९ » ») 
(9,८०९) (५)८ 8) -5॥ [08९०], था शाउू हक न 


छ ७ ए 
(0 )८ ०). (9३८ 0) >-|॥ [शशु, या ह ७ धरम 


() में ६, #ः और # का मान्त रखने पर 


४७% ८ ++ रण ((७०८८०)१ 8+ (७३८०). (००८७) क+ 

(०२८८). (8४०८७) ८| न) 
इसी प्रफार हम ०9८ ४, और 9 2८४ का मान भी ज्ञात कर सकते हैं । 

अदाहरणा 4. सिद्ध करो कि 
(० १९ ९), (8 »६ 0) +- (९ १९ 9), (9 ४ 9) + (82८9) (०)८०७)->७ 
प्रौर निगमत करो कि 
आं। (& ++ 8) $४॥ (॥ - 8) #-शं॥१ौ » शांत छ 
जले (005 28 - 005 28), 


(ललनऊ 52, 55, 59, आगश 50, 53, 60, इलाहाबाद 60, दिल्‍ली 
6(, कर्नाटक 62, बनारस 53.] 


हम जानते हैं कि 

(8 ६ 9). (७ 2९ 0) --(४ ८) (७.0) -- (४.०) (४9०) . ज््) 
(४०८९). (४ :८ 4) --(७,४) (८७५) - (0.0) (०.४) (2) 
(८ » 8). (७) 4)--(८.७) (2.0) - (८.१) (80७). न-*_(3) 


(।)+(2)+(3)550. 
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“० (9०९०) (८०२८०) + (७२८ ०). (8 & 8) + (०२८ ४). (9 » १) 
नूत0.. ..«([4) 


माना चार समतलोय-बिन्दु &, 8, 0, 9 हैं। और उनके स्थिति- 
सदिश मूल-बिन्दु 0 के सापेक्ष क्मशः 2, 9, ९, थे हैं। प्रोर 


८&400<-4, ८०009-- ८ #08--8 (5) 
हा 
> 0 
मान 2, सभतल पर इकाई ५५ ४ ८ 
सदिश है । गा ( 
तब (99८९) (8:८6) ५ ८ 8 
. /8, 
मै 5 
[९८ 7 (/- 8)॥]. 4, 
[बह ० (१+ छाण ऐ 8 
ब्व्‌डण 
0 सर ै 
जतध0८4 आ० (७ +- 9) ॥॥ (#- 8) न््न9) 
इसी प्रकार 
(६,८०७) (92< ९) 55 -+ ०0८४ 85 (8) ४0 (#). 
और (29८४०) (८ » 0)55०७४८४ &0 छ 5गा छे नह) 


(4), (6), (7) झौर (8) से 
$त (&+ 9) आ० (6- 8) - &॥7 & + 8॥7 85-50. 
या &॥ (#& + 9) शग (& - 8) --आ।? 8 - छत छे. 
2... फिद्ध करो कि 
294 (0 )८ ९), ७२८ (८०९८ 9) और ८०८ (७ 2९४७) समतलीय हैं । 
[राज० 58, 70] 


न्‍> 

माना 9-5४ 2९ (9 २६ ०)5-(३.०)७ - (8 ७)९. ज्) 
करे 

बन २९ (९०२ ») च् श० - [४ ८)३ मिक 93! 
हि 


३०5९ 2९ (8 ६0) 55 (० 9)8 - (९,2४७ 88 4 
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बज >> +> ि जे न्‍> हरे 
॥ १, ४ समतलीय है यदि [ छ ६ 7]5०- 


>> के बज 
या ७, ( १% 7)550- 


>> च्न्के 
अब १ - 7सल[(98) ०- (9.०) भ] 5 [(० ७) 8 - (०.४)१] . 
ज्ू (9.3) (९.७) (००८७) - (9.9) (०.७) (००८०) + (7.८) (०.०) 
(22८9) 


च्न्के नर >> 
9. 4» 7--(० ७) (9,०) (०.७) [३8९] + «.«.शेष सब पद शूर्य हैं 
कयोविः [702] --0 « [200] 
परन्तु [80९] «0. 
>> २ +> अ्जे के >> 
«« कफ 4 ? ] 559 इसलिए 9, 4, ? समतलीय हैं । 
3... सिद्ध करोकि 
गम» (9०३९ (०२८ ४)) -5(४७.०) (8२ ०)- (००) (४५०). 
[दिल्ली 5, श्रागरा 55, पजाब 59] 
अ्रतः विस्तार करो 
9 >< [02९ (०१८ (१८ ०)) ). 
हल... 9» (०)८१)5-( १) ९- (8.०) 0. 09 
दोनों ध्रोर » की स्दिश-गुणा करने पर 
2 >< (9 १८ (० २८७)) + (9.0) (82८ ०)- (9.०) (93८४)... ....(2) 
परत: 99 (०३२८(१)८ ०) --(०.९) २१) - (०.०) 6:७०) .. (5) 
(5) में दोनो ओर » से सदिश-गुणा करने पर 
3>< [92८(००८(०)९०)) ] ८ (०.०) (83% (9>< ०)) - ५.१ ४०९ 


(9७»८ ०). 
(०.०) ((9.0) ७- (9.9)0) - (०.० ((४०)७- (४9) ०) 


4... समीकरण हल करो 
न्कि 
5०८9 ०- 9. (9.90)::0 
सदिश 2, 9, भ्रौर 82 6 अ्तमतलीय हैं ब्योकि (१३८७) दोनो सदिशो, 


>> 
3 प्रोर & पर लम्ब है इसलिए » को इनके एक-घात सम्बन्ध में प्रभिव्यक्त 
कर सकते हैं । 
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+्> 
माना ४८-58 -- ४7७ +- 7ह[282< 6). 
दोनो झोर & से सदिश-ग्रुणा करने पर झौर 


ने 
ज्बवम्फ 


> 
में > का मात रखने से 

[8+ छा०--॥ (8 9८9)) >९ 85४. 

या ॥ (9,८8)+7# (2 9< 9) + 85-४५ 

या ? (09< 9) +|2 (8.8)0 + # (2.0)8-- ७ 

दोनों शोर &,०७ भौर (७ »८ ») के गुराकों की तुलना करने से 


ग्ा--0, 8 (9.9) * ], । (8.9)-50. 


एप ग्राजः0. 


() मे मान रखने पर 
५ ॥ 
ज ब्टमिन पु (2926 9). 


युगपत्‌ समीकरण को हल करो 


न जन्म 
#अ>न+ 4 जुूम 


“4 उनकी, 
22९ $ 5-४. 
न्न्क 
समोकरणा (]) को » का सदिश-गुणा करो | तो 


हक. उनकी र्न्कृ 
4५2३९ ज न्‍त अ २८७. 


(2) प्रोर (3) से 
-> 
॥%2८2>5 4, 


पे. 4१०2० 


() में माने रखने पर 


« 


« (2) 


- (3) 


नव) 


(5) 


ल्‍्ल्हँ 


नर) 


्ल्) 


ल्‍न (4) 
समीकरण (4) तो ऊपर उदाहरश (4) मे हल कर चुके हैं | ग्रत 


४६5) 


तीन और चार सदिशों का ग्रुणानफल १55 





छ 
4 #5०३- ३ [79+ ९ ) ) 
| )) 
या ३-६ हल ला 
है 
प्रश्नावली 0 
सरल करो 


() (४०४०) (०३0)+(७ >६ ०) (0७८४७) + [8०९0) [०७ ८). 
(॥] (5 ६ 9) ८ (८३८०) + (५ >< ०) १८ (१३८४७) +- (४१८ ०) & (७०८ ०). 
[प्राश्श्न 63) 
सिद्ध(करों कि 
[४2९७, 9,८९०, 0] 5८(४.ऐ) [४४०]. [वसनऊ 59] 
एक ऐसे सदिशों का संद ज्ञात करो जो निम्न सदिशो के व्युत्कम हों 
2॥+3]- ४, ।- ]- 2/, ७>+2॥+ 27. 
सिद्ध करो कि [9)८०) » (०५८ 8) न[शए] ०. 
प्रौर इससे निममन करो (6९0४८०) कि [प्रागशा 4॥] 
[9%८, ०१६६, ४०८७) > [४४७८]१. 
प्रिनप्न 33, बनारस 30, प्रागरा 58, राज० 63, पजाव 60) 
सिद्ध करो वि 
[३8२७ 9 ५ ७, ८५८॥]+ ४०८ ५, ७>८४, ०५८३) + [२ ५९१, ७ २९ ४, 
८2९ बी>0 लिसनक 55, बिहार 62] 
[संकेत पहले कोछ को 3९. (४५2), दूसरे को ४. (2 ८ ४) प्रोर तीसरे 


को 2. (2३८४) मान कर विस्तार फरो भौर जोड़ दो] 


6. 


प्विढ़ करो कि 
[२०८४७, ८७ ४, ०२८३] ज्न्नऔ0) [००] - ४७० ०७]. 
मऊ [करण [0] - [2ंज] [००१]. 
स्थ्तित] [थी] - [०्फे] [3९]. 
(प्रायरा 56, 60, 6, 66) 
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यदि 8, 9, ० और 9,” 9,” ८ क्रमश परस्पर व्युत्क्रम ही तो सिद्ध 





करो कि 

()) 32८४" 4-४७ ३८४ -- ९२९८" #0. 
अन-0+-० 

(0) #/ 2९7 +97 ३८८०९ + ७! >९ # ला 


(को बश/+0४-+०८९ «3. 


उरदि आप सरिशी का फो शुप्य हे को, पढ़ करे; (कि प्रतपेक रापिए 
दूसरे तीनो सदिशों की दिशाग्रों मे इकाई सदिशों के प्रदिश-त्रिक- 
गुणनफल के समानुपातो होता है। (रेनकिन का प्रमेय) 
(बनारस 55, ब्रिहार 6) 
# # +# +* 
[सक्रैत 2, ७, ९, ४ इकाई सदिश तो तो 
है कि हु 
228+ 09 ४-८ ९-- 6 85-८0. 
#)८ ०, और ९»८० इत्पादि से गुणा करो ...] 


सिद्ध करो कि यदि [#0९] ६0, तो 


(7०) (४४७) - (६.७) (९.७)-% शिति ((०.७) (४,७)-(०.७) (७.७) 


9] 
कि (०० ७०-७७) (००) 


[बतारस 62] 





यदि चार सदिश १, ४, ०, 4 समतलीय हो तो घिद्ध करो कि 
(2८9) २ (०३९ 8) --0. 
युगपत्‌ समीकरण हल करो 
%>(%--॥ १९ 9, 
और ३ ६-0०. 
दिया हुप्रा है कि &, # पर लम्ब नहीं है ॥ 
सिक्त पहले समीक रण को #+-28 + ४ लिखी .. | 


6 
ज्यासितीय अनुप्रयोग 


6] परिचय: 
हम प्रध्याय 3 भे सरल-रेखा और समतत्त के समीकरण का विवरण 
आर घुके हैं इस श्रध्याय मे हम सरल रेसा, समतल झौर योले के समीकरणों 
का दूसरा रूप बताएंगे और कुछ समस्याप्रो पर विस्तारपूर्वक विचार करेगे। 


6.2 समतल का समीकरण अ्रभिलम्ब रूप में | (पवृण्डाएकक ० तार 
छक्षार  वष्त्ाओ शिष्य) 


6 2 (]) उस समतल का समीकरण ज्ञात करना जो बिन्दु # मे मे गुजरे 
भोर सदिश ॥ पर सम्द हो) 





। 


माना मूल-विन्दु 0 के सापेक्ष बिन्दु का स्थिति-मादिश ॥ है भौ१ 
पमेलल पर विसी दिख्दु 9 का स्थिति-मदिश + है । 
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>> 
माना 6 झमिलम्द 035-॥, 
>> 
वो#?-7-9 > (0) 


>> 
और चूंकि #7?, ० पर नम्व है 

- 6-9) ७०-0० >जॉड) 
जोकि समतल का अभीष्ट समीकरण है । 


समोकरण (2) को हम निम्त विधि से भो लिख सस्ते हैं । 


ऊ 
(7- 8). 7-०0. 
हि हि 
या #.ए--- 2.8 (3) 


ल्‍ ल्‍कं 
परन्तु ०. छ सदिश का 003 की दिशा से प्रज्ेउ है । 


माना हट >> 4) 
नो (3) और (4) से समतल का समीकरण है 
४.05: न) 


यह श्मतल का प्रमिलम्ब रूपी समीकररा है । 


व्यापक रूप में यद्रि 7 85:9 हो तो यह उस समतले का समीकरण है 
जो मूलविन्दु मे से गुजरतदा है प्लोर सदिश # पर लम्द है ॥ झौर इस पर मूल- 
बिन्दु से लम्ब 9/० है । 


विधेष स्थिति में यदि समतल सूल-बिन्दु में से भुजरे तो उसका 
समीकरण 
क्र 0 न) 
6 2 (2) ऐसे स्म्तल का समीकरण ज्ञात करना जो सदिश # झौर ८ के 
ममान्तर हो झौर विन्दु » में से गुजरे । 
चूँकि समतल 9 झौर ८ के समान्तर है इसलिए (9०9८८) इस पर लम्द 
होगा 


>- ऊपर ममोकरणा (2) से इसका समीररग्प हु 
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(7-9). (0७% ०)--०. न्न्न) 

या [शं० 5० [2१९]. (2) 
6 3 (3) तीन विन्दु 9, 0, ५ (ग्रसमरेखा) में में होकर जाने वाले समतल 

का समीकरण ज्ञात करना । 

चूंकि समतल 2, #, ८ में से हो कर जाता है इसलिए बहे १०४ प्लौर 

%-८ के समान्तर है। प्रतः इसका समीकरण 

(7- 9). [(४- ०) ८ (9 - ०))5२०. है । <र्पर 

या (7-७). (3५८४७-+ ८०८8 + ४७ 9८ ०) ५८०. #«« दे 

उपप्रमेय . प्रतिबन्ध, कि चार बिन्दु 8, ७, ५, ४ सम्रतलीय हो । 

हँल. 8, ४, ८ में से होकर जाने वाले समतल का समीकरण 

३४, (89८0 -+ 099८ ०-+ ९०८ 2) ->9 (39८ 0+४9>८८+ ० >८ 8) 


यदि बिन्दु थे इस पर स्थित है तो. 55 [०४५] (3) 
0, (४८०+४०७३८०--००८०).. * [४४0९]. 
या [०] + [१००] - [9७0 - [१७ ] . +>0 लव) 


6,2(4) उत्त समतल का सभीकरण ज्ञात करना जो दो विन्दुधों 8 प्रौर ७ मे 
से होकर जाय श्रौर दी हुई रेखा के समान्तर हो । 


माना ० सदिश दी हुई रेखा के समान्तर है । तो, चूंकि ७, भौर ० उस 
समतल १२ स्थित हैं त्तो समतल (8- 9) के भी समान्तर होगा । 

<« (6.3) भनुच्छेद के प्रमुसार समतन का समीकरण 

(7-9). (9-४७०८८) २८5०. 

या 2. (8- ७) 2 ८-००. (४ - 9)» ८ 

या ४. (5 - 79) 2९८ ९ ७ [48%]. बन 
6,25 एक दी हुई सरल रेखा भौर एक बिन्दु में से होकर जाने वाले समतल 

का समीकररा ज्ञात करना । 

माता दी हुई सरल-रेखा का समीकरण 

प्ल्ल्य्कफ है । **() 

सरल-रेखा (१) ्ौर विन्दु « में से गुजरने वाा समतल् बिन्दु छ और 
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£ भे से होकर जाएगा और सदिश ७ के समान्तर होवा धत. (6.25) के भनु- 
सार इसका समीकरण 

2. (8 - ०)» 955 [३८] नि 08 | 


6.3 समतल के इन समीकरणों के कार्तीय तुल्य (एश्ञाल्तंण ध्वृणं- 
१4९0(5 0 48९ €्पृष्छ00०5 ० ९ ए2०९) 


()) अनुच्छेद 6.2 में यदि & और 7 के निर्देशाक (७), )५» थ) शौर 


न 
(०, ), 2) है और गरछा 4+॥/+ 75 ६ तो 


हर] 
47-५४ - 5) 7+ 0७-33) + (८ योघ- . () 
(, $, ६ प्रक्लो की दिशाम्रों में इकाई सदिश हैं ।) 

बने >> 
तो 8९, ४5-०0. 
या ((-स्को $+ ७-29) 4+(-म)४)- एप++ ०६) ५ 0. 
याआ। (४- २9)+#7७ (७- »))+79 (7- य:ु)5२०. बन) 


या 2 >+ 7३ कै उचचएए >] + ?७ 23 + ४३ 27) 

प्रौर यदि इकाई सदिश 9 के दिककोज्या (००४०॥ ००56) ([#,!) 
हैं भौर 0)3--9/तो समतल का समीकरण 6.25 से 

एव+3+ २०७). (॥#+ का] + 8६) कक. 

या 424-#7?+ टच. न) 

(2) इसी प्रकार हम तीन बिन्दुओं मे से हो कर जाने वाले समवल 
का समीकरण (देखो 6.24) कार्तीय निर्देशांको मे निकाल सकते हैं! 

माना तीन विन्दु 

अ>-(वां + ०५) 4०५४), ०८-(४॥+-४५)+ ०५४), और 

८--(०४+-०४+ ०३६) हैं + तो 


जी 
माना 9-98 2८ ४-४ ८ ८+००८०७. ह (4) 


क्न्श्ः 
और याँद ? (5, 9, 2) समतल पर कोई बिन्दु है शोर ए?! « 
ग्स्नसे ++- डे) है । 


ज्यामितीय अनुप्रयोग क6] 


तो 8. [- 2८२० न ८ )| 
(4) में 8, 9, ८ का मात रखने पर 


६8४॥ |+5॥ |॥॥5% 
43 7243 + 0, 22 73 + ८ ८५ ८३| 
8, 8.2५ [०१५५ ०५०५ 


(5) भौर (6) से 


05८5 न्न(0ो 








| अ>णु #ँ]०४७ 2-०३ 
हा] ०५ ३ अत 
ण *%.... १५ । 
» 45 थ्जु ८ ॥| 
॥ # कह डे 
० ०2 93 ! ७6 
या है & ४ | 
| ८ ०८३ | + 


इसी प्रकार से हम दूसरे समीवरणों का भी वार्तीय तुर्य ज्ञात कर 
सकते हैं. | 


6,4 दो समत्तलों के बीच का कोर ॥ (शाट्टोर 8(ज्षक ४6 ज० 
ए]27७७) 
श्ण्के बज 
माना ६. ०२०४ शोर £ . ०५०-4 दो समतल हैं । तो इस दोनों के 
ब्न्ड 
बीच या कौणा इतके भमितम्यों के बोच के कोण के बराबर है प्र्धाव्‌ ण 
न्ऊ 
और 39 के बीच का कोश 


न््कः ्ज्के 
माना 93 भोर ७, के बीच का कोए 6 है तो 


ब>. +»+ +9 

ग्य - ०४०० जि ०४९० ७ 
बजे न 
ष, 


१- 72 
थि जता) 


6.5 ग्रक्षों पर भ्रततः सेंड ज्ञात करना [79 ॥70 [86 ल्लस्ध्फांड 9७ 
80 ए०ण४४३८ ब5९9 


या 9--00687 


माना समतलस का समोकरर 
मा 


नल्ल्ल 
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और », 9, ८ भक्षो पर अंतः खड ऋरणश: ०, ०, प्लौर ८ हैं सौर ।, |.& 
अक्षो की दिशापों में इकाई सदिश हैं। तब तीत बिन्दु ८, »] भौर ५६ समी- 
करण (]) को संतुष्द करते हैं। 


न कैफ 
५ 
या० ७ पृश् छन्मैड 
५ 

इसी प्रकार श््प्बा *«+ (3) 

और ८5०४/४.७ « (4) 
6.6 किसी बिन्दु की समतल से दूरी | (079/9006 ० ॥ एण७ #0ए 

[6 छो॥०) 
माना समतल का समीकरण 

हे 
| ७००३७. नल) 


प्रोर ऐ दिया हुप्रा विस्दु है जिसका भूल-विरदु के सापेक्ष स्थिंति- 
छदिश 7; है । 
9 मे से दिए हुए समतल के समान्तर समतल खीचो ॥ 


4 2 


हु । 


माना 0 से इस समतल पर लम्व #,5>03] है तो इस समतल का 
समीकरण है ६ 


हि 
है. 75-/]. है « (2) 
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परन्तु बिन्दु 0, इस वर स्थित है । 


कै 
४ँ० पक्का, बन) 


दोनो समतलों के बीच की दूरी रू?) - , 
या ? से समतल की दूरी 


न 
बसू7- 2३5४ -० पु ० मी 


प्र्थात्‌ समतल्॒ के प्रभिलस्व रूपी समीकरण मे यदि ? के स्थान पर 
उन्‍्दु कई स्थिति-सदिश र, रसा जाय तो बह उस विन्दु की समतल से दूरी 
होगी । 


एश धन है यदि ए समतल के उस भोर पड़ता है जिस शोर मूल- 
किन्दु है शोर 000 ऋण है यदि मूल-बिन्दु 0 श्रौर 7 समतल से विपरीत 
दिशाओं में हैं 


श्रभिलस्व-पाद |/ का स्थिनि-सदिश ज्ञात करने के मिए 


>> न्‍्> न्‍्ऊे 
055 0ए+ शैथ 


# 
सन्ड न पे. ए 


कै कि 
स्तापक १-7]. मे) ७ 5) 


उपग्रमेय: बिन्दु ? (+-३) की समतल से दी हुई दिशा में दूरी शत 
करना । 


3 
माना दी हुई दिशा में इकाई सदिश फ है । 
मे 
तो वाज्छनीय दूरी ॥(,->फे, (6) 
चने ्ऊ कि 
पोर 0.55 07+ए.. 


च्आुकरऋ 9. 


परन्तु ।. समतल (॥) पर स्थित्त है 


कै हर 
४«(]+>०) , भन्ज्फ, 
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हा 


&॥5,/ ब्न््् 
हर 
छ्व 


67 दो समतलों को थीच के कोण को समद्विभाग करने वाले 
समतलों के समीकरण ज्ञात करना + (70 ॥93 (6 ्वुण्भ000 
(06. छॉबगर5 ला छांडधल ॥86 बए0ट्रौएड $शक्तल्शा तह क्त0 





या #चर 


ए[9965) 
मानता हा ज्ब्छ)- नल 
भ्रौर ४.०2--/५- न (2) 


दो समतलों के समीकरण हैं । 
कोई विन्दु १, जोकि () ओर (2) के बीच के कोश के सद्विभाजक 
समतल पर स्थित है, वह (।) ग्रौर (2) से समान दूरी पर है । 


की हर 
हज गिर पा पत्त+(2० ८ ०). 
यदि समद्विमाजक उस कोण का है जिसमे मुल-बिर्दु हैं । तो दोनों 


प्रोर चिह्न एक सा होगा । प्रौर जिस कोरा में मूल-विन्दु न हो उत्त कोण के 
म्रमद्विमाजक के लिए चिह्न विपरीत होंगे । 


प्रत: दोनों समद्रिमराजकों के समीकरण 

भा 
० पघणर-(०४४- प- प) 

# * 
बा॥/-23च०8ण - ण्छे न) 
की. 
ग्रौर 9, +#५75१- (०३ + एक जब) 
दोषों समद्रिमाजक एफ्-दूसरे पर सम्ब हैं क्योंकि 
की भी हा भी म हि 

(0 - ०७). (०,+०५) न्‍त णा- 8४० ।-++0.. ....(5) 


6.8 दो समतलों की प्रतिच्छेद-रेखा में से होकर जाने वाले समतल 
का समीकरण ॥ (एंश्रा० ०णाध्बगड़ [7९ ॥96 ० 44(श5९९००० 


शा (ए9 0737९3.) 
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* 
माना 7.0] 55४३५ ब्न्न्न) 


की 
प्रोर 7. ५ ** #$ बन्‍्ग2) _ 


दो समतलों के समीकरण हैं । तो समीकरण 
हु कै 
(0.0 ५ £2]) + 2(7.७, ५ 225२0. 


कै कै 
या 7. (0 +  ०)) क८१। + 3४३. (3) 
जबकि » एक क्‍झदिश-राशि है, एक समतल का समीकरण है । 
समीकरण (3) उन सब बिन्दु्ो से संतुष्ट होता है जो दोनों समतलों 
में उभयनिष्ठ है। भ्ौर यह सदिश 0 + )५७ पर प्रभिलम्ब है । 
6.9 सरल-रेखा का समीकरण | (ल्पुप्४४णा 0 ४ 5६. ॥0.) 
(9) उस सरल-रेखा का समीकरण ज्ञात करना जोकि सदिश॥फ़ के 
प समान्तर हो झौर बिन्दु ॥ (5-०) में से होकर जाय । 


माना सरल रेखा पर कोई बिन्दु ए है। भोर ? का मूलबिन्दु 0 के 
सापेक्ष स्थिति-सदिश ४ है । बिन्दु / का स्थिति-सदिश 


बज 

व्ज 08 च्च्ज, () ? 

का 

8 ?5-(४ - 9), नम) 

कक 

किन्तु &? सदिश ४ के समान्‍्तर है । | 

० 0-४) ८४७०0...) ि 

समीकरण (3) सरत-रेखा का डर 
अभीष्ट समीकरण है । विशेष स्थिति में याद 
3750. तो 0 

ए>४७-0, रा न (4) 


(4) उस सरक्ष रेपा का सभोकरण है जो प्रदिश ४ फे समान्तर है धौर 
मूलबिन्दु से गुजरती है । 


(ऐ) उस सरल रेखा का समीकरण ज्ञात करना जो दिप्दु # में से 
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गुजरती है झौर दो दिए हुए सदिशों 9 झौर ८ पर लम्ब हो 


यह स्पध्ट है वि वह सरल-रेखा 9>८८ वे समान्‍्तर होंगो। प्रत 


उसका समीकरण है । 


6.0 


(7-8) % (9 ५८ ०)२5०. ध्येंल 
या 72(92८८---०४ >८ ७ >< € न) 
डिन्दु ९ को, दी हुई सरल-रेखा ॥ « 9+- ४. (जबकि 9 इकाई संदिश 
है) से लम्बवत दूरी ज्ञात करना । (॥0 #94 पा८ फथ्वफशापांटएेक्ष 
580०९ 0 3 ए०एा गि०्य एड हांस्दा ॥ 76 ) 

दी हुई रेखा बिन्दु » मे से गुजरती है ॥ 

माना ? का, किसी मूलविन्दु 0 के सापेक्ष स्थिति-लदिश 7| है भौर 


ए५ सरल-रेखा पर ? से लम्ब है । त्तो 


के 
985०8 - 5५ न्ल्व) 
29038१--४५१ - 30४१. 
स्त(१-१))7- ((४-१)) 9). न(2) 
ए की 
ि 
3 


*. %॥४ (७-४) का 9 को दिशा मे प्रक्षेप है । 
समीकरण (2) से ?)४ की लम्दाई # प्राप्त है । 
सदिश के रूप मे 


>> >> 
एश+-- ९४ - १४५४. 


उ्त(॥- 2)- है. (४- 79. बज] 
इसका मापाक # है। 


6.8] 
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दो सरल-रेखाओं के प्रतिच्छेदन करने का प्रतिबन्ध या दो 
सरल-रेखाशों के समतलोय होने का प्रतिबन्ध । (ए०एक्रा०० 
एगिः 0(शइ5ल्‍लवी०्प ४ ० आशा ॥0च5 ण॒ ९चर्पपंग णि 
९फ्रोशाशगठ़ ण ६४० ॥0985 ) 


माना 0 और #” 87 दो सरल रेखाएं हैं जिनके समोकररा क्रमशः 





ए-+8 +- 0५ न) 
प्न्ल्ण + ५ जज 2०3 । 
है | प्रौरवेध्व व 


बिन्दुप्रो से क्रमशः गुजरती हैं । प्रौर ७ व ७ के समान्तर हैं ५ 
यदि यह रेखाएं एक-दूसरे को काटती हैं तो वह एक हो समतल में 


छिपत होंगी जो ७, ७/ भोर ४-४ के समान्तर है। परन्तु 9, ७/' घर 


(४-४) समतलीय हेंगे यदि 
[०, ७, 4- 3/]55०. »« (3) 
या [09] स्| [2 05]- . (4) 


5.2 


इन रेखाप्नों मे से होकर जाने वाले समतल का समोकररण 

(-9). (0%८०”)--5०. 

या [४] बन शि097]. . (5) 
दो भ्रप्नविच्छेदी सरल-रेखाप्रों के बीच न्यूनतम दुरी । | 
(छ॥ण7/65 वरंडआ०९ ७९४फर्शा (च० चणा-ैवरस्ट5्ल्शंप्राद् वर ) 
माना दो सरल-रेसाएं #छे और &' 8! क्रमश. 


६ ---॥ न 9. (१) 
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इज2 +]07, लिखे ॥ 8, 


हैं । () बिन्दु # (55०) मे से गुजरती है और ७ के समान्तर है 
और (2) बिन्दु &” (55७) मे से होकर जाती है और ७” के समान्तर है । 


हि ? 8 


र 


च्न्क 
4 8०००-७४. न्न्नु) 
मात्रा ९?” स्यूनतम-दूरी है, तो ए?", »8 तथा #' 8! दोनो पर 
झम्ब है | भतः यह ०»८७/ के समान्तर है । 
एए!, 887 का ७२८४! पर प्रज्ञेप है। भतः 
(3-०). (०२८७/) | 


ए्छए! ८ ध्ख्र्ण 


कण (०,४०४, ३-०! ] +> (4) 

नोद : यदि दोनों रेखाएं समतलोय हों तो 7?” --0.. 

या [0, ७”, 8-०» | 5०. 

ए?! का समीकरण ज्ञाठ करना :-- 

माता ४९?” पर कोई बिन्दु र है । तो (7-9), प्रौर ० ८9" समतलीय 
हैं। अत: #? ओर ९?” मे से होकर जाने वाले समतल का समीकरण 

(7-०, ७, ४>८७' ] -5 0. है ख्लड 

इसी प्रकार &” ?” झोर ??” में से हो कर जाने वाले समतल्न का 
समीकरण है 

एह-०४, ०, ७:८०/] ००0. >(6) 
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(5) भर (6) की प्रतिच्छेदन-रेखा ए?* है । 
उपप्रमेय-यदि हम ९? के मध्य बिन्दु को मूल-बिन्दु लें तो हम #98 और 
/ 87 के समीकरण निम्न रूप से लिख सकते हैं । 
इ--४+- 0. 
और ॥-८+ 50 


्न्के 
जबकि ८ | ९९. 
उदाहरण . 


तीन बिन्दुओं & (2, 3,-), 8 (4, 5, -2) झौर ९ (3, 6, 5) मे 
से होकर जाने वाले समतल का समीकरण ज्ञात करो । 


माना ? (६, ), 2) समतल पर कोई बिन्दु है। तो 
ग्रे नह क्र 
सदिश &?, 88, श्ौर &(८ समतलीय हैं । अर्थात 


(४- 2, 9- 3, 2+ )) , (2, 2, 3) और (], 3, 6) समतलोप- 
सदिश हैं । इसलिए 


न्जे ने कै. 
[8९, 88, 80] 5-० 


अ2 #-३ डक । 
या| 2 ह 3 न्न्मत, 
है 3 6 








या 3 (४-2) - 9 (४-3)+4 (४+)5--50. 
या 38- 99+42+- 25 550. 
उदाहरण 2. 
सिद्ध करो कि बिन्दु (- | + 38) और (3॥+ 3] + 30). 
समतल ४. (5+ 2]- 78) + 9550. से समान दूरी पर हैं और 
विपरीत झोर स्थित हैं । [कलकत्ता 62, झागरा 59] 
समतल का समीकरण २. ४-४. है बन) 
या 7. (5+ 2- 75£)5-०- 9. 
अ+2-7 
जगह 


कि 
इकाई सदिश 9-+ 
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प्रतः समीकरण (१) को निम्त विधि से लिखा जा सकता है। 
5 ििकशं-70_- | 
ही सयनननकनक 5 दे, हनन जल 2] 
कर काम लि 22]। 
बिन्दु ((-]+ 39) के लिए 





(स+2- 7८ 


हु 
शत्ाप०० ० १०१+१9- “+5क% 





_5-2-2] __ -!8 
किस जा 
भ्रतः विस्दु (- |+ 33.) की समतल से दूरी 
>व]8 9 -9 
आए / न कुत्ता धो 
इसी प्रकार बिन्दु (3/+-3+ 38) के लिए 
(#+2- १॥0) 


कि 
किट ८0 छ 


(3) 


ह 
23३ ४५० ? 5२(3+ 3]+ 3090. 


“« बिन्दु (3+ 3]+ 39) की संमतल से दूरी 

ब्02-/व्त0नी ज्क्नः उकः (9) 

(5) भौर (6) से स्पष्ट है कि दोनो बिन्दु समतल से समान दूरी पर हैं 
ग्रौर समतल की विपरीत दिशाओं मे हैं । 
उदाहरण 3. 

समतल ४, (3-44-8) » ॥, और ह. /+ 4] - 20)-:2. 

की भ्रतिच्छेद -रेखा न्ञाव करो । 

(प्रायरा एम. एससी 45) 

दोनो समतलो की प्रतिच्छेद-रेखा उनके श्रभिलम्वों ७. ०५ 

या (3-+#) और (६+4]- 25%) पर लम्द होगी । झतः 

बह (3-]+४) 2८ (--4]- 20) के समास्वर होगी । 
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था - 2+-7]+ 3/ के समान्तर है । 


माना मूल-बिन्दु 0 से & (-८8) इस रेखा पर अम्बयाद है।॥तों 
इसका समीकरण होगा 


6-०) >८(- 2+7+ 3॥0ल्‍50 >>) 
न्न्के 
और 0/, ४, 7५ के रामदल के समान्तर होगा इसलिए हम 


60॥-« को ४| ्रौर 9, के एकयात-सम्बन्ध में झ्रभिव्यक्त कर 
सकते हैं । 
न्न्कु 
>०0/ --२8॥ +२|] + 770]. 
क्ता(8-)+0)+#ा+4- 2 ) > (2) 
जबकि 4, # भप्रद्रिण हैं । 
चूंकि # दोनों समतलों पर म्थित है 
_ (0, + !०/). ण८८. 
और (#| न ह०७) ए2४5-2 
या [/(38-]4 0) + हा (+ 4]- 280). (3-]+ 58) ल्‍5॥. 


या ]/- 3775--. जन्‍) 

और ६ (3-]+70+ # ((+4]- 2॥0). 0+ 4] - 2॥0 552. 

यथा - ३3/+2]#«>2 न) 

(3) भोर (4) से 

22 कल >> 5) 
4289 १! 273 


इसलिए सरस-रेसा को समीकरण है 
27 25 
ए.+जुठुठ (2-4+%2) + लुठूठ | 4-20)+॥(-28+ 7! 
+380. 
पा गत्लततद्रा ( 067+73]- 230) +/( - 2+ 7]+39) ... (७9) 


दूसरी विधि से सरल-रेसा का समीवरण ऊपर () से प्राप्त कर सकते 


॥72 सदिश विश्लेषण 
हैं । (।) मे 8 का मान रखने पर 
) 

£ “व्रत ((९७+7 धु- 230)) » (- 2+7]+ 38] 550. 

या 5९ (८ २६+ 7+ !32)55(54- 6]+ 48) अल 8 
उदाहरण 4. 

सिद्ध करो कि समतल 5. ($+ 2)+ 35) 550, भौर 

£ (38+ 28 +9)--0. की प्रनिच्देद-रेखा | झोर £ की दिशाग्रो के 
साथ समान कोश बनाती है झौर ) को दिशा के साथ) ६०८“ 3 का । 

[प्रागरा 6] 

दोनो समतलो की प्रतिच्छेद-रेखा उनके झभिलम्बों पर लम्ब होगी। 

अत. (+ 2[+ 30) « (3+ 2[+ 5) के समान्तर होगी | 

ग्र्यात्‌ (- 4+-8]- 4%) के समान्तर होगी । 

माना यह रेखा 4, 3, ४ की दिशाप्रों के साथ क्रमशः कोण 

५, 8, ” बनाती है। तो 






































(-4+ 8-48) _->4 >ा 
बट हु प्स्ट किलर ड्ब्ड बा 
ए०४ हल्‍न $. ञ््् बह जद ॥। 
(-4#+8-40)___8 2 
0० प्र कक पा लक, 
(-4+88- 43) _->4 प्‌ 
(०३ 2 चच्ड. क्र 3उह्ष तउक्ाः 6 । 
() और (3) से स्पष्ट है कि 
०5-०, ओर (2) से 
(०5 852, _/6 
ये 665 2 852, हैं- (उन हं- 
या 5६० 2 8553 


या 8ल्‍>$ &ल्‍णा 3 
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उदाहरण 5. 


उस सरल-रेखा का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु ९ में से होहर 


जाय भौर सरल-रेखागडो 


हन्च्म -- 0. 
और 75० + 35% . 
को काटे । 


[प्रागरा 55, 6।, दिल्‍ली 54, लक्षमऊ 6] 
माना दी हुई रेसा 


#४छ, ए-5४+- ७ 





औ्रौर #/ 8, 75४ 4-5४ हैं । 
माना (४ वार्छनीय सरल-रेसा है । 


चू'कि यह 898 को काटती है, प्रतः यह 
(४- ९)>८४ पर लम्ब है 


न) 
इसी प्रकार यह 

(४/ - ०)» ४ पर सम्द है 2) 
प्र्धाव्‌ यह 

4(8- ०» ०) »((४/ - ०0) ८ ४०॥ न 

के ममास्तर है । 


ग्रत। सरल रेसा का समीकरस है । 


(0-०० [[(४-०)३४)>८ [७/ ० ८०) ४७] ५-०, 
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सदाहरण 6. 
सिद्ध करो कि एक स्मानान्तर फलके (75:3॥6/८७726) में, जिसके 
किनारे ०, *, ८ हैं, किप्ती विकछ की उसको हे मिलने वाले कितारों से स्युन- 
तम-दूरी 
८ ल्छ ण०्छ 


३/९९-+ ८१ कर ब्कि बा क की हैं । 


(आगरा 60) 


के क्‍के के 
माना समानान्तरफलक 0#7.80/(ए]२ के किनारे 08, 05,002 
क्रमश, सदिश 9, 9, «८ भ्रमिव्यक्त करते हैं । 


बिके ्> 
बिके 00--8+-9+- ०. ज्ज्न) 
+्> 
09 का समोकरण है 


जे 
07-०7 (2+9+ ०). बन्‍्न2) 





>> 
८0 का उमीकरण 
इ5+८ + 33. बनें 3) 


के 
09 भ्ौर ८५४ के बोच में न्यूनतम-दुरी 
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(८-०), 40 +-7+०) १८ 2] 
[६७ (४+-१०+ ५); 


मिल 0 >4) 
[82८४-०9 २८० 


परम्तु धन्झपां, 95८5९], ०-८४, 


ब्यूत। बट न कट 
»« आूवतमडूरीतन छ&छ-4व| न्‍उमण्प/्क 
० 
त्त्क्ग्य्क् न 


न्न्क 
इसी प्रकार 0? की #[. तथा [४ से ब्यूनतम-दूरी 
प्र 48 
खनप गए कक 


प्रश्गावलो ॥ 


उस समतल का समीकरण ज्ञात करो जो सरल-रेखा मे 7 «- ॥+॥४ 
में से होकर जाय श्र समतल ४. ०५-5५ पर सम्ब हो । 

उस समतल का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु # (3, “2, -]) में 
से गुज़रे शोर सदिश (, -2, 4) शोर (3, 2, -$) के समान्तर हो । 
सिद्ध करो कि सरल-रेखाए 

ह 9९ ब-८० ३८ 8, 

और 79८ 9 5-३ +८४७, 

एक-दूसरे की काटती हैं । 

[पंजाब 60] 
उच समतल का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु (2+-3]-॥:) में से 
हो कर जाय भरौर सदिश (3- 4]+]0 पर लम्ब हों । 

(पटना 48) 
उस समतल का समीकरण ज्ञात करो जो बिन्दु +-2]-॥:) में से 


76 


40. 


4]. 
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हो कर जाय भोर सम्तल 7. (3- ]+४&) ++], भौर 
2. ([+ 4]- 2£)--2 की प्रतिच्छेद-रेखा पर लम्द हो । 

[प्रागरा 64] 
उस समतल का समीकरण ज्ञद्व करो थो दिखु (-, -, -]) में से 
हो कर जाय भौर समठल 
है (4+- 2] -).)+50, भौर 7. ($+ 2.)ल्‍50, 
की प्रतिच्छेद-रेखा मे से मी गुजरे । 
उप्त समठल का समोक्रण ज्ञात करो जिसमें सरल-रेखा 7-+2+ 7 
(-$) स्थित हो और वह समवल्त १. (४-+-६)5-3, पर लम्ब हो / 
और उस बिन्दु का स्थिति-सदिश ज्ञात करो जिस पर सरल-रेखा 7-८ 
4 (2-+ 3]+») इस समतल को काटती हैं 

[दिल्ली 56] 
सिद्ध करो कि समतल 
7. (2+ 5]+ 3४)5->0, 

7. ((- | +4६)--52, 

और ४. (7]- 5६) + 455०, 

एक ही सरल-रेखा मे से गुड रते हैं। 

निम्न समतसी के समद्विमाजक समतल न्ञात करो 

है, (+ 2+ 20)--9, 

झ्ोर 7 (4- 3]+2%)+ ।3<50, 

यह भी ज्ञात करो कि कोतसा उस कोण का समद्विभाजक है जिसमे 
मूल-विन्दु स्थित है । 

उस सरल-रेखा का समोकरण ज्ञात करो जो बिन्दु 0 में से गुजरती 
है और समतस्त 7. 8-0 के समान्तर है और रेखा 7- ४ +-/४» को 
काटती है ॥ 

[भ्रागरा 58] 
छिद्ध करो कि उस सरल-रेखा का समीकरण, जो बिन्दु ४ में से हो कर 
चाय भौर समतल ४. ०5८४ के समानान्तर हो प्रौर रेखा 7--०+ 76 
पर लम्व हो, 


2. 


 हः। 


]4 


45. 


8. 
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(7-०) २ (99८79) «5 0 है । 
यदि 9, 9, ० तीन भ्रसमरेख-बिन्‍दुओ &, 8, 0 के स्थिति-सदिश हों, 
तो सिद्ध करो कि 0 की ; 8 को मिलाने वाली रेखा से दूरी 


घन ० ०न ०2८ शा 
जज फण्बाः 


(सकेत प्रनुच्छेद 6. ॥0 का प्रयोग करो ॥] 
सिद्ध करो कि रेसाएँ 
इ+5०५+7(० 3८ ०), 
और 75० -+ 5(५ » 9), 
एवा दूसरे को काटती है यदि 8,०८४ ० झ्ौर उनका प्रतिच्छेद-बिम्दु 
भी ज्ञात करो यदि यह प्रतिबन्ध संतुष्ट हो तो । 
सिद्ध करो कि उन सब सरल-रेखाग्रो के मध्य-बिन्दुओओं का बिन्दु-पथ, 
जो दो भ्रप्नतिच्छेदी-रेखाश्रो पर श्रवसान हो, एक समतल है जो इन 
दो रेखाप्रो के उभयनिष्5 लम्ब को सम्ब-्समद्विमाजित करता है । 
एक इकाई घन में किसी कोने की, उसमे से न गुजरने वाले बिक 
से लम्बवत दूरी ज्ञात करो । 

[प्रागरा 56] 


हि न्न्के जे न्न्के 
सकेतः-विक्स 00--+]+7, 09 (जनछी का 0? पर 0७ 
प्रक्षेप ->कु, 508* - 0)/१5-2 /3.] 


दो सरल-रेखाप्रो के बीच को न्यूनतम दूरी ज्ञात करो जो क्रमशः बिन्दु 
& (--2]+ 30) प्रौर 8 (२+ 4]+ 50) मे से हो कर जाए' शोर 
उनकी दिशाए' (2-+ 3+ 40) शोर (3:+ 4) + 58) हो । न्यूज- 
तम्र दूरी का समीकरण भी ज्ञात करो । 


समतलो 7. ४५ 2] 4- 38)5-4, भ्रौर 5. (3+-4-0)5"54, की 
प्रतिच्छेद-रेसखा तथा 7. (24 - ] +- 3:)--], भौर 7 (4-+-]-2४) 
+>2 की प्रतिच्छेद -रेखाप्रो के बीच की न्यूनतम दूरी ज्ञात करो 


मूल-बिन्दु 0 के सापेक्ष, चार बिन्दुओ के स्थिति-सदिश 8,०, ९, ॥ हैं। 
तो निम्न को ज्यामितोय व्याख्या करो:-- 
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6) (०-१) & (8- ७)55०, 
(४) (०-०) (४- ०)७००१, 


9 . उस बिन्दु का बिस्दु-पथ ज्ञात करो जो निम्न समतलो से ममान दूरी 

पर हो । 

३? एुचच्चान 

प्र 0)75१५ 

है. ७5०5१३- 

[लखनऊ 5!] 

20... यदि 2, ०, ० तीन प्रसमतलीय-सदिश हो तो तीन समतलो 

है. 85, 7. 0८), 7. ८-5], का प्रतिच्छेद-विन्दु ज्ञात करो । 

[संकेत ७ )८०, ०१८०, 39८४७ भी पग्रसमतलीय होंगे भ्रत: प्रतिच्छेद- 
बिन्दु माना /9१(८+ १7 ०३८ 8 +-४ ४9८७ है तो यह समतलो के समीकरणों 


है ] 
दो संतुष्ट करेगा .*. (+ू फ्न इत्यादि ] 


चतुष्फलक (्रद्माग्श्ता०७) 
6 3 चतुष्फलक का झआयतन ॥ (एणए्कल ० शशःआ९०००७) 
माना 0880: एक ८ 
चतुष्फलक है भौर 0 के सापेक्ष 
%, 8, ९ के म्थिति-स्दिश 
क्रमश: 8,'?, ८ हैं । प्र्थात्‌ 
न्‍्ऊ न्‍्ऊ 8 
08<58, 09--%, 
>+ 


0८--०. 

त्रिग्रुब 058 का 
सदिश-स्षेत्रफल 

हत्ड्ै ३5८9. ... () 


यह सदिश, समतल 
0#8 पर लंत्र है कि 


0 8 
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माना चतुष्फलक का प्रायतन ४ है । तो 
ए-०] (भराधार का क्षेत्रफल) >€ लब्बत्‌ ऊंचाई । 


अर च्ऊे न्न्डे ते 
(08) 09). 0० 


ज5 | (9०८४). ८] [00०]. न्न(2) 


ग्रतः चतुष्फलक का क्षेत्रफल-5३ समान्तरफलक का क्षेत्रफल 


हपप्रमेय नं० ]. यदि चतुप्फलक के शीर्ष 9, ७, ०, 0 हो तो चतुष्फलक का 
अ्रौयतन 
ज्त्हूँ [8- 0, 9-0, ०- १]. ४“: 
(शीप॑ 0 को भूल-बिरुदु लेने से). 
उपप्रमेय न० 2. प्रतिबन्ध कि चार बिन्दु 8, ७ ०, ० समतलीय हो । 
[३-१, ७- 0, ०- १] 55०. 
या [2७०] -- [200] +- [०८०] + [१४0९८] » (4) 
उपप्रमेय न० 3. यहि (5७, 09, 9) (255, 2, 3, 4) शीर्षों के निर्देशाक 
हो तो इन चार बिन्ठुओं से बदाएं गए चतुष्फलक का ग्रायतन 55 








न आज आँ]उ25 युत्य 
ढ २३० डक 2३-०3 का ड 
अ3३२०५ 2३०७५ ख०3७ 
हर आशय व ।;| 
0 7५ ।+| 
जे मेड हे 9 | 
34 34 5 


किसौ चतुप्फलंक के सम से किनोरों के उध्तयनिष्ठ अभिलस्व 
की लम्बाई ज्ञात करेंना । (7० ॥707 छल )शाहक ०॥6 €०क्राफ- 
था फुश्द्रातांलाति 4० 8 एव छण कुए०१० ०१5९5.) 


चतुष्फलक के सम्मुख किनारे, 08 झोर 8८ का (विचार करो, वे 
प्रमशः सदिश ए झौर ०- » के समास्नर है । 


08 का सदिश समीकरण है 
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स्न्त्पक, न) छा 


और 8९ का 


इच्च्छन-5 (०-३). .«« (2) 


अतः दोनों के बीच में स्यूनतम €) 8 
>> [2, 0, <-») 


री ५ 
डर [०३८ (०-»)| 


८ 
न्फ्‌रन्भा > - (3) 
# 
6.5 गोले का समीकरण ॥ ्पुण्शा०४ ० 8 50०.) 
6) उत्त गोले का सपोकरए ज्ञात करो जिप्का केन्द्र 0: है पर जिज्या 
॥्है। 


[प्रागरा 60, कलकत्ता 60] 


माना मूल-विन्दु 0 श्ौर इसके सापेक्ष केन्द्र 0 का स्थिति-सदिश 
ढ्है। 
माना गोले पर ? (-5४) कोई बिन्दु है । 


>+ 
तो 0ए--४-८ न> () 


हक 
ट् 


0 


परन्तु (९ एक त्िज्या है। इसलिए 09-०४. 
न+ ८ए१--०३--(7- ०). (7-८). 
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गो मी - 20.0 + ८ै + १२०. कल 04 । 
८४ - 4४-४६ रफने पर योले का समीकरण 

ह४ -. 27.,0+ ८८0. ज्* 
या एछ (7)5--0. 


जोकि 7 गोले पर एक स्वेच्छेद बिन्दु है इसलिए (2) या (3) गोले का 
समीकरण है । 

विशेष स्थिति में 

() जबकि मूल-विन्दु केन्द्र है तो गोले का समीकरण 

॥%--६, न(व) 

बयोंकि ०८८ 

(2) यदि मूल-बिन्दु गोले पर स्थित हो तो ८४-५३, इसलिए गोले 
का समीकरण है 

88 - 27,0:50. न) 


(3) ऊपर समीकरण (4) से ? 
(7-9). (7+ ०४) 55०. #। 
इससे स्पष्ट है कि रेखा #श श्र छे 
छए एक-दूसरे पर लम्ब हैं। 


6.6 एक गोले भौर सरल-रेखा का भ्रतिच्छेदन ज्ञात करना । 
(तरस ऋ९णएांण ण॑ 4 8 शत 28 52० ) 


माना ग्रोले का समीकरण है 


हर ()--7 - 27.0-- (5८०. न() 
श्रोर सरल-रेसा है 
इ--7+-/9. न््न2) 


जोकि बिन्दु [0 (5८0) से गुजरती है प्रौर सदिश ७ के ममान्तर है । 
४ इकाई-सदिश है। 
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यदि रेखा (2) गोले वो काटठो है तो 


| 


(१+7१)१- 2 (१+ १७) ०+#--० 

या 72++ 29 (१-८) 7+ (7? -- 26, ८+#)55०. 

या 72+ 280. (१-०) + 7 (व)-०. >(3) 

जवकि 7 (0)5--०? - 20 ८ +£#. 

समीक रण (3) ? में द्विघात समीकरण है । प्रतः सरल-रेखा गोले को 
दो विन्दुष्चों पर काटती है ॥ समीकरण (3) स 2 का मा निकाल कर (2) में 
रखने से हम दोनों विन्दुप्नो को प्राप्त क« सकते हैं। बिन्दु वास्तविक झोर 
मिन्‍न होगे यदि 

४5 (१- ८११४ (१). 

और संपाती होंगे यदि ७2 (6 - ८)०--छ (०) 

यदि 0: (8-८)? < 7 (४) ठो डिन्दु काल्पनिक होंगे । प्र्याव्‌ रेखा 
गोले को नहीं काटेगी । 

और म, 27508. 08 - 7 (१) 

जोकि ४ से स्वतन्त्र है । प्र्थाव्‌ बिन्दु 0 से कसी भी रेखा के लिए 
यह ग्रुएानफल एक निश्चित राशि है । 

जद 7, 5-४५ तो दोनों बिन्दु सपातो होंगे | इस अवस्था में सरल-रेखा 
गोले को स्पर्श करती है ॥ तब 

ए92--0& 95-7४ (०). (4) 

वब्यण्जक & (0), बिन्दु 0 की गोले & (7)-0. के सापेक्ष घात 
(7०एथ) कहलाती है ॥ झौर इसका माव--][]2--ए02 - ८१ 
डिन्‍्दु 0 से यदि कोई भी स्पर्श रेखा गोले को खीची जाय तो उसकी लम्बाई 
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ईर्फः “क्क एक स्थिर राशि होगी | भ्रत: यह सब स्पर्श रेखाएं एक 


“स्पर्श-दांकु” (।08७7६ ०णा७) या ““प्र्चालोपी शक” (ा५८/०ुआंआह ००१४) 
का निर्माण करती हैं । 


यदि बिस्दु 00 मूल-बिन्दु पर हैं तो इसकी घात-त (0)«#£, है जो 
कि मूल-विर्दु से गोले पर खीचे गए स्पर्शज्या के वर्ग के समान है। यदि 0 
गोले के भीतर है तो £ ऋण होगा श्रर्धात्‌ 0 से स्पर्शज्या फाल्प्तिक होगा ॥ 
647 गोले वर स्पर्श-समतल | (7शाहथाध्काश्या० ॥० ॥॥6 अशश८-) 


यदि बिन्दु 0 गोले पर स्थित है तो ॥ (१)०-0./ समीकरण (3) 
प्रनुच्छेद 6.6 से स्पष्ट है कि एक मूल शून्य होगा । दूसरा मूल भी शुन्य 
होगा यदि 

$, (0- ९)--०. न्न्ग) 

प्रौर यदि 3, स्पर्श-रेपा पर फोई बिच्दु है तो (7-०) सदिश ४9 के 
समान्तर है भतः समीकरण () से 

(7- 0), (१- ०)-३०. न्ल्न2) 


यह एक समतल है जो बिन्दु मे से गुजरता है और ८7 पर 
लम्व है । 


प्रथ 0 में से सींची गई सब स्परश-रेखाए' समतल (2) पर स्थित हैं । 
प्रत: यह समतल गोले का “स्पर्ण-समतल'! (६धाह०7(-१॥50०) कहलाता है । 

चूंकि 7? (6)--0. तो हम समीकरण हा ) को इस प्रकार भी लिख 
सकते हैं 

7.0 - (१ - ०. (- ९) -- 9१ - 20.6 +-/८०००. 

या ॥.0 - ९. (7+8) +#5२०0. | > (3) 


+ 
समीकरण (3) गोले पर एक स्पर्श-सणतल का शपक (४६७४ १६७) 
रूप है । 
6.]8 यह भ्रतिबन्ध ज्ञात करो कि समतल इ्तम>+#, गोले ? ()-50 को 
स्पर्श करे /(५. छह ०ामा।ण पावा ० हांरशा फ़ॉक्याल ह0फा6 
॥0पण। 06 इऔ८च) 
गोले का समीकरण है । 
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के (7)550. या 73 -- 27.0 -- #--0. - (]) 

समतल का समीकरण है 

क्जान्न्क- (2) 

यदि समतल (2), गोले () को स्पर्श करता है तो इस पर केन्द्र से 
लम्ब गोले की त्रिज्या के बरावर होगा । भ्र्यात्‌ 


स्पा ) वतन . (3) 


गा 


6.9 $तिबन्ध, यदि दो गोले एक-दूसरे को समकोरा पर कारें (एकता 
(॥ (छ० $90५॥65 एव ९8) 0फटा ग्राणएण्ण्बा५) 


मात्रा 75 - 27 ८+ &८-5०. वा 
और 7१ - 27,0 +#/<5० >> (2) 
एक-दूसरे को समकोए पर काठते हैं । 

तो सिद्ध करना है कि 2९.८ --४+£/. (3) 


यदि दो गोले एव -दू उरे को लम्बबत काटते हैं तो प्रतिच्छेद-विन्दु पर 
एक गोले का स्पर्श समतल दूसरे गोले के केन्द्र में से गुजरता है । झ्त दोनो 
गोलों के केन्द्रों की दूरी का दर्ग उनकी त्रिज्याग्रों के वर्गों के योग के वराबर 
है । प्र्थात्‌ 

(० ०)१०-(०७)१+ ९०")! 


[ # 
(४) 


या (९- ८)३--०१-+- ७४३, 
या <?+८१- 2८८७-८४ - ६ 3 ८/२.०. ४, 
या 22.७6 --# - #/. ब+(4) 
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6.20 प्रूवीय-समतल/(?०ंग छाल, 

किसी बिन्दु का एक गोले के सापेक्ष प्रुवीयन्‍्समतल उन बिन्दुश्नो का 
बिन्दु-पय है जिन पर स्पर्श-समतल दिए हुए बिन्दु मे से गुजरते हैं । 

माना गोले का समीकरण है 


72- 2॥,0+/-८0. न () 
बिन्दु 0 पर स्पर्श-समतल है 
7,080 - ८. (7-9) --#-+ 0, >> (2) 


माना दिया हुप्रा बिन्दु ?(5--॥) है । 

तो समतल (2) ? में से गुजरता है । 

“नव - ०. (8+4)+॥8-७०. "«(3) 
प्रतः 6 का विन्दु-पंथ है 

॥%॥- ९, (0+-7]+8 « 0. लव) 
यह प्रभीष्ट प्र,वीय-समतल का समीक रस है । 

समीकरण (4) को हम इस प्रकार से भी लिस सक्रते हैं-- 

है. (0- ०)--(९-॥ - ।०). > (5) 


(5) से स्पष्ट है कि प्रुवीय-समतल केस्द्र श्ौर बिन्दु ॥ को मिलाने 
वाली रेपा पर लम्ब होती है + 


प्र,वीय-समतल ज्ञात करने की सरल विधि ३-- 
यदि बिन्दु ॥ है तो गोले के समीकरण में 72 के स्थान पर 
॥.॥ भ्रौर 27 के स्थान पर (7-0) सिस दें । 


उदाहरण 
उस गोले का समीकरण ज्ञात करो जिसके व्यास के दो सिरे  भौर 
| हैं। [ब० हिं० वि० 54] 


माना गोले पर कोई बिन्दु ? (--) है । और गोले का केन्द्र 0 है, 
तथा ै. प्रौर 9 इसके व्याप्त के दो सिरे हैं जिनके थ्थिति-सदिश क्रमश: #& 
प्रौर 9 हैं। 


>> « 
+ैरि जन 7. () 
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डिछ कह: जे 


र्छ्2 


७3 75 
(0 
क्ल्ज 





डोबि ## व्यास है इ्योॉलाए ८ 87?8 एज समग्र 
(४-28). 0-४)7२१ >- (3) 
सह सोने वो ऋगीस्ट समोवरशः है * 
हद्माहन्गा 2 
उस गोले डे केन्‍्दे बे निदझाक हाठ करो को निम्न चार समततनों दादा 
निर्माण विए गए चट॒ष्झलक के ऋन्ठझंद हो 
, 2३: 50. 
झरैर ४ -+39-०॥:)5-७0 


है । टसलिएं 


गज 50, २] २८०, 








गोले का समीर मे कप्त 
पब० हि० चि७ 53, आररा 54, $6] 


माना गोले बस केन्द्र 


हु 





+33-<४ है । ..0ह0() 





चूक सोचा चटुण्छलछ बए अन्तर्येद है 





डदालिए यह चारों समवसों वो 
ज्यग्मे बरता है । झठ. केन्द्र झे इन पर लन्द विज्या के दरादर हैं ! 





2 _ ० ६ 5-८ 6::£) 
 ! रु छठ 
7. (माना) 


मा च्जे न छत टोन ड़: 0) 
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8+५- न्पा क्र 
2 
या (/३3+3)5“+४. 
_ 2४ 5(३-५/३) :डं 
व फल्लयआइ न पता हर ७ ( 
>> 7६२०-०३) 
औज-छ्च्न्2 चल ढ़ 
पतः सोचे का झेसे्द 
ल्मल जि (3- /3) 6+]+ (4) 
गोले छा समोक्षरझ है 
(६-८९)१ ह्ल्धै डे 


डदाहरख 3- 
सिद्ध रूरो कि निम्न रूमदलों द्वारा दवाएं गए इदुध्झवक का घरादतत 


भ्ो है। 


उउलियय 
है. (87-70)-२०. 
है. (हर -+-व]5-२०. 
5. (+/#ग]5२०. 
झौर ४8. (+#+7४)*क- 
[प्रादय 45, 59, सखनऊ 52, 58, इनारख 54, 56, 58] 
हम पहले चतुष्णसक के शी ऊात झरते हैं। समदर्तों के मरोझरर हैं 


कक 

7. (#ग- छ) 5२०. न) 

मै. (7६ 5-॥) २०. (2) 

है. (ग+-झ3)5२०- 3) 

घोर ६ ह<क्मु +रुई) «|. (4) 


(3). (2) पौर (3) दुस-दिन्दु में से गुजरते हैं । 
(3). (2) भौर (4) से 
क्यो तक 
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याद हू मी जे 5) । 
इसी प्रकार १०. 5०७/7- #जेंध: 
(4) मे (5) झौर (6) से मान रखते पर 

#+/72+77#६--॥? 

या एन +2/7 बन) 
अतः (), (2) ओर (4) का प्रतिच्छेद--विन्दु ॥(न्‍न्‍्ध) 

-(< क्री -२:६) , (8) 


इसी प्रकार (), (3) ग्रौर (4) से तथा (2), (3), (4) से हम दुधरे 
दो शीर्ष 


क (--०७)-८ ( नरक कक 9). (9) 
भर 0०००० [- क्र कर्क ४) >ा० 


प्राप्त कर सकते हैं । 
श्रत चतुष्फलंक का आयतन 





हे ॥|2.. छाए १! 
नह ि० तह मा नह. ॥7- 
[हे श 


इदाहरण 4 


यदि विन्दु 0 से ख्ींची गई सरल-रेखा किसी गोले को काटती है तो 
सिद्ध करो कि गोले की प्रृष्ठ और 0 का गोले के सापेक्ष ध्रुवीय समतल, इस 
रेखा को हरात्मकत: (0४7770772»9) बाटते हैं । 
[आभ्रायरा 53, 60, 66, 67] 
माना 0 मुल-बिन्दु है और गोले का समीकरण 
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॥7१- 27.९ +-८ 0, है । ने 
0 की () के सापेक्ष ध्ूवीय-समतल बराबर है 
70-९० (7+0)+7:550. 


पा 7.० स्त्ः (2) 
माना 0 में से सरल-रेखा है 
ह्ज्ला ऐ. (3) 


जबकि ४ इकाई सदिश है। 


माना रेखा (3) गोले () को दिर्दु & प्रोर छ पर काटती है । तो 
#2 -. 24 (9,0)+ ॥<-०. नन्नव) 


मात्रा समीक रण (4) के'दो मूल !| प्रौर ॥ हैं । 
तोध+५ -+0»+058, 
न्2फ८ **«(5) 





प्रोर 
08.085-0 ४८5८६ बन) 
(5) भोर (6) से 

ध 3।_2 9. 
ला कितफऋः 0 |। 
माना (2) भोर (3) का प्रतिष्णेद-विन्दु.. है । 
तो ॥ 9.९०5६ 


६ 
बालक >तलएण >>(8) 
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(7) भौर (8) से 
। 2 3 
छा।काकाः 0 


(9) से स्पष्ट है कि 08, 0., भोर 058 हरात्मक धेणी मे हैं । 


प्रश्नावली 2 
. सिद्ध करो कि भरपं-दृत्त मे समकोण होता है । [प्रांगरा 67] 
और यह भी सिद्ध करो कि एक गोले का व्यास इसको पृष्ठ पर सम- 
स्ोण भतरित करता है । [प्रागरा 65] 


2. चतुप्फ्लक के भायतन ४ के लिए निम्न सूत्र सिद्ध करो, जबकि 6, 8, ० 
तीन सग्रामी दिनारे हैं शौर 6, ४, ४ परस्पर उनके दोच के 
कोण हैं १ 





एग्डड एकए 
१०-45 ३5 हि 0०5 ॥। ०७9 
36 (एछ७छए. (९०४७ रु 





[भागरा 57, लखनऊ 55, पजाब 58] 
[उक्केत ४ >८७:-०९ (०5४ इत्यादि/भोौर 


हि 
ष्ज ण्ण | इत्यादि... )] 


[क्र | [३ ० ०-- | णत 
च्त ल्ण ध्ज् 





एक स्थिर बिन्दु (०, 5, ८) मे से होकर जाने दाले समतल निर्देशाक- 
अझक्षों को 8, 8, ८ पर काटते हैं। तो सिद्ध करो कि 0, &, 8, 0 परे 
से गुजरने दाले गोले के केन्द्र का बिन्दु-पथ 


2 +2+ 02 है। 
हो हा छ 


सिद्ध करो कि जो गोला, गोलो & (7)5-0 झोर ए (४)5--० को सम॑- 
कोर पर काटता है, वह गोले (7) - 3.7” (7)--0 को भी समकोशा 


0 


+ 
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पर काठता है । 

सिद्ध करी चतुष्फलक का प्रत्येक तल केर्द्रक पर समान आयतन 
अ्रतरित करता है । 

[सकेत केम्द्रक को मूल-बिन्दु मानो, तो ॥+-४--०+ 0-२0-«- ] 

एक दिए हुए बिन्दु 0 से, किसी स्थिर गोले तक एक सरल-रेखा 0? 
सीची गई है। 07 पर बिन्दु 0 इस प्रकार से क्षियां,, गया है कि 


अनुपात 00 00 एक निश्चित प्र॑क है तो मिद्ध करो कि ९ को 
बिन्दु-पथ एक गोला है । > 
१५. 

सिद्ध करो कि गोलो 7 (7)5-50, और 77/ (3)75-0, का मूल-समतल 
(ए४०605 ए808) 

27, (८० ०/)--४-॥८/ है । 
उस गोले का समीकररए ज्ञात करो जो निम्न चार समतलों द्वारा बनाए 
गए चतुष्फलक का परिमत हो । 

है बट] सा 550, 


श्रौर 7. ((++-/) 5 4. 


सिद्ध करो कि उस चतुष्फलक का प्रायतन, जिसका शीर्ष 
(», 2, 2) है श्र ग्राधार, बिन्दुओओ (०, ०, ०, (०, 9, ०) प्रौर 
(०, ०, ८) से बनाया हुप्रा त्रिभुज है, 


[प्रागमरा एम० एसप्ती० 47] 
| झ अर ड के निर्देशांक: 
बट 82 ( ज्ञाॉहत न || ) है, जबकि निर्देशांक-प्रक्ष 
सण्कोएए हैं, ५ 
(सकेत चार शीर्ष «ं, थे, & और (+3]--25) हैं। ) 


सिद्ध करो कि बिन्दु है, जिसका स्थिति-सदिश # है उसकी बिन्दुओ ७, 
८, 4 में होकर जाने वाले समतल से लम्बवत दूरी 


[7०१] + [०8०] + [४१] - [कट] है। 
[०२८०--०१८१--४ ४४ | 
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], सिद्ध करो कि चार बिन्दु जिनके स्थिति-सदिश 9, 9, ८, 6 हैं; उनमें 


से हो कर जाने वाले गोले का केन्द्र एक ऐसा बिन्दु है जो निम्न तीन 
समतलों पर स्थित है ॥ 


(7- मं (७+४9)) . (४- 9)50, 
[7-% 0+०) - ४-०००, 
[7-३ (८+७)) - (०८- ४)5-८०, 


7 
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77 परिचय 

इस अध्याय में हम सदिशो का केवल किसी अ्रदिश-स्वतंत्र-चर के 
सापेक्ष प्रवकलत और समावलन को व्याख्या करेंगे। आशिक भ्रवकलन 
(?िक्षा8] तािशिका।800॥ ) इस पुम्तक के विषय क्षेत्र से बाहर है। 


72. किसी सदिश का झवकलज (एशथांखपरू ण 2 एल्टण्) 


माना एक संदिश #॥ किसी ग्रदिश-राशि ( का सतत (एक्ाभाए०४७) 
और एकमान-फलन (8)708० ४७।७७४ [४॥७४०७) है । तब ६ के प्रत्येक 
मान के श्रनुरृप 7 का एक ही मान है । जैसे ही ( सतत विचरण करता है 
तदनुसार । भी ऐसे ही विचरण करता है। माता समय £ पर सदिश 7 को, 
0 के सापेक्ष बिन्दु ए के स्थिति-मदिश, द्वारा अभिव्यक्त किया जाता है। जैसे 
६ में परिवर्तन होता हैं तदनुसार 7 में भी इस प्रकार से परिवर्तन होता है कि 
इसका अंतिम सिरा भ्रवकाश में एक वक्र बनाता है। ६ में 8५ की वृद्धि, ? में 
86 वी वृद्धि उत्पन्न करतो है। ग्रत: प्रदिश के मान ।-+-8+ के अनुरूप सदिश 

का मान 7--5+ । नया सदिश-त्रिज्या (72075 ४९००) 07' है। 

वृद्धि 8, 5 सदिण एए! 
कट क्र लक 

("07 - 09 -97”) प्रनुपात गा 
ह 


एक सदिश है जोकि जीवा ??” से समरेख है; परन्तु परिमाण में एए? का 
पु 
हम गुना है । 
ज्यों-ज्यों 8; शुन्य वी शोर प्रवृत्त होता है त्यों-त्यो 7", ? की शोर 
उम्त पर संपाती होने के लिए सरकता है। जीदा ??” बिन्दु ? पर एप, 
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रेखा बन जाएगी। जैसे ही 8६ शून्य की ओर भ्रवृत्त होता है तो भागफल 


4. 
कर 





0० 


जज का सीमात-मात एक सदिश है जिसकी दिशा, ? पर खीची गई स्पर्श- 
रेखा की दिशा है, जिस श्लोर ६ बढता है । 
यदि झनुपात रु के सीमान्त-मान (फाड़ शशा॥०) का 
५ 


भ्रस्तित्व है तो इसको ज- से चिह्नित किया जाता है । और यह 7 का | के 
४ 

सापेक्ष अ्वकलन-गुणाक (१लाहाध्यतं9) 0०-/ॉलेबण) या प्रवकलज 

(कल्ाए्बराए०) कहलाता है। झतः 


67 ठए 
७ 8५-७0 -<.0ह0 ० .< न *००० [|| 
॥। जा ॒ () 


जब इस सीमा का भ्रस्तित्व होता है तो फलन 5, £ के सापेक्ष भवकल- 
नीय-फलन (पींविट८॥१४७७४-६७४०४०४) कहलाता है । भ्रवकलजों के प्राप्त 
करने की विधि को भ्रवकलन (6॥व८॥॥90००) कहते हैं । 


सामान्य रूप से न्कू- स्वयं / का फलत होगा भौर यदि इसके 





भवकलज का अस्तित्व है तो उसको वार से प्रभिव्यक्त करते हैं भौर यह 


का द्वितीय-प्रदवकलन-गुणाक (3००णात-एालिव्ात (०-नाउत॑ंव्ण) 
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रे ् ठ्क 
कहलाता है | इसी प्रकार-मूत- का प्रवकलज - कूद» 7 का तृतीय भवकलण 


है । इत्यादि" 


यान्तरिकी (77९०॥४॥|९5) में समय के सापेक्ष अ्वकलन, झवकलित- 
राशि (वृष्शाध9 0/((८८८०४७/८७) के ऊपर बिन्दु (१०५) द्वारा भी प्भि- 


न व. बगल 
किया जाता है | ग्रत से प्रभिभप्राय "०, चन्‍ल्‍्-+ 
व्यक्त किया जाता है | ग्रत 5,॥ -«-से प्रभिषप्राय गटर 


7-3 तात्फालिक वेग और त्वरण (94(999॥९094 १००८१ 
400 98९९९]९३७0॥) 

माना कोई गतिमान कण, मूल विन्दु 0 के सापेक्ष । समय पर ९ पर 
है, भर बिन्दु ? का, स्थिति-सदिश ॥ है। भोर ६+- 8५ समय पर वह निकट- 
वर्ती बिन्दु ए वर है, और 07/ >१-- 87 , अतः 8 कालान्तर में विस्थापन 


++ 
एए है। 

ने ++ ++ 

एए/ «07 - 07 5+8+-१ ० $+ हल () 


पे मरे 
इसलिए जि इस कालान्तर में औसत वेग अभिव्यक्त करता है। भब 
४३ 
8,-+०, ग्रौसत वेग का सीमात-मान, कण का तात्कालिक वेग होता है। 
अत: तात्कालिक वेग का अभिव्यक्त करने वाला सदिश 
67 


पलक नज्-+« न ]) 
४ 


यह करण के विन्दु पथ को ? पर स्पशं-रेखा की दिशा में सदिश है। 
इसी प्रकार यदि सदिश-वेग ४ मे वृद्धि 5५, कालान्तर 8; मे हो, तो 


है 5, 
भागफल नल इस कालान्तर 8, में झौसत त्वरण अभिव्यक्त करेगा । ग्रत: 
4 


करा का तात्कालिक त्वरण इस भ्ौसत त्वरण का सीमांत-मान है जब 
805+0. प्रत्‌: 


पर त7् 
सदिश 85 - २ - ८१ 
न क गज ः (3) 





गतिम्ान कण का तात्कालिक स्वरण अभिव्यक्त करता है्‌। 
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7-4 कुछ मानक रूपों का अवकलन (एजाशछित्याश०्ा 
इ076 $६9890470 0708) 

74 () भ्रचरृंसदिश का भ्रवद्लज 

माता ८ एक भचर सदिश है। तो । मे 8५ की वृद्धि से ८ में कोई 
परिवतंन नही होता प्र्धात्‌ 8,5८० ! तब 

0९ 6, 

अपना चयजि 30००0 -*. «0 0०08 
टा ६0 (3) 


प्रत: किसी अ्चर सर्दिश « का ग्वकलज शून्य होता है । 


7-4 (2) सदिशों के योग का भ्रवकलज ( एलएक्काएट ० 4 
४०7५. ) 


माना 8 श्रौर $ दो श्रवकलतीय-सदिश, £ के फलन हैं। शोर £ में $; 
की वृद्धि के कारण इन मे वृद्धिपा त्रमश 8, घोर 8, है । तो 
3 (7+$) | (४-+-8,+२+७,) “ (7+७)- 
 07+-8,« 
»« भागफ़ल 
8 (7+-$ ५. ५2 ५ 
2. हा 
जैसे 8:2० दोनो ओर सीमात-मान लेने पर 


६५ 3 (7+9) _ ( 5, +--) 


8 -+० 8५ 80-७० 5५ हे 
6 (7+ 8] का 05 
आम अपर 22 मर थम ९५% , ऊँ 
5 का प व (2) 
अर्थात्‌ दो या अधिक सदिशो के योग का प्रवकलज 5-उनके ग्रवकलजो 
के योग के । 


7-4 (3) फन्नन के फलन का भ्रवकलज (एटाश्वा।ए6 ण णिए- 
पंणा ०( ७ जिाहाणा) 

माना 7 एक अ्दिश-चर $ का अवकलनीय-फलन है । शोर 8७ एक 
दूसरे चर £ का झ्रवकलनीय-फलन है। तो ८ मे 8; की वृद्धि, $ भौर ४ मे 
$ भौर 5, की वृद्धि उत्तन्न करती है। भौर 8,, 3; भो 8. के साथ छुन्य 
की भोर प्रवृत्त होते हैं । 


सदिशों का अवकलन और समाकलन 99 


बोजीय-सर्वंत्रमिका (88602 ० उतलापाए) से 
5. 56 5, 


का छह के 
जैसे 8-+० दोनों शोर सीमान्त-मान लेने से हमे प्राप्त है । 
[4३ छा ध5 
_० .. 035. के , 8 नजर 3 
5 65 हा (3) 


7-4 (५) प्रदिश $ भोर सदिश । के मगुणनफ़ल का भ्रवकलज ॥ 
(ए7लारशाए८ ० 6 ए70०3ए०५ ण॑ 3 इ८टए०ा ४ 396 $०347 5) 


माना $ भौर ४ क्रमश ६ के झदिश भौर सदिश भवकलनीय-फलन 
है मौर/! में वृद्धि 8, के प्रनुसार $ भोर ४ में वृद्धि 3, गौर 9, है। तो 


९ तर. [| (8+3,) (+8+) “5 ?] 


नहा 
ग्र ७४० 39.5+० पु 
> (£8,+$ 8५58, 8.) . 
धत० 8... 
॥8 |्8, 5 5५६ ) 
लि कक ब्॑कशा+>-। - 
नर हा हार 
“+ 8, भौर 8; धून्य को झोर प्रवृत्त होते हैं जंसे ही 8:-+0. 
"ता 
8,०0० ० हवू ४0 
| | | 
के ३, शक व 
ना ($7) «7 न हो । हज (4) 


7*4 (5) सदियों के संदिश-गुशनफल और प्रदिश-गुशनफल का 
प्रवकलज (ए0थआं४8ए८ ० 5०४37 200 ८055 छा000- * 
05 ० ४८००७) 


माना ७ घोर 9 प्रदिश-चर / के दो प्रवकृलनोय-सदिश हैं। तो 
6 ५ (3-89). (0 +89) - (४.७ 
जब 9) «» मिल अप 3333- 2:00. कक: >++ अ ) 
व; ( ) 30-+० 5५ 


[ 
३४-५० [ ध्क+* हक ्. 


8$$ संदिन विस्लेष 


जप 5) 
१) 4 34 
इतो प्रदार 
8 ठ्ड 55 
दा २७०) 5 -२--२७-+ ा-5 का 
ढा ) ढठा दा (० 
(यड० 97) 
नोटः--( 6) से किलो भी पद नें दुरान-डस्डों के करत में परिदर्दत 
करते दे चित्र ददल उादा है। 
ठ 3 
दो >+[च४० ८]5--- ब्क हि 
 द्म ्ण्न] हि. हक, 
<८ 59७ ठज 
कल्ड99 उ्दीश पल अब्ता तन २०८८. 
अणक वह छत 2 बरुएमक 0 
ठंड 29 56 
० | >--9.०॥-- च्ः | 9४9---). %058 १५ 
नि .)+(*ह्व* ) (5 ) (7) 
भझौर 


8 ठ्ड ८5 
बज छ व जन जः अब न 
् (३>८४७३८८) >% (४४८) + 4३% (दर ञ््ट ) नह 


( 9» 55) -+($) 
दर 
रुरन खस्छों के असम को ददाए रखना है घौर (7) न 


प्रन्देत्ष पइ में चत्रोए करत को 4 





न्श्क 
नीड:--5हु बाद रहें कि ग.द्ध पर सन्‍्दर हो है ॥ अदः दादि ? इकाई 
झदिश हो थो | ग्ज रञ न पव &]/000 -#| ++(9) 
(रड० 972) 


7४5 झवकजलतन विशेष स्थिति में (एश्तॉव्शश ८४8९४ ग॑ टाल्ह0- 


पंजा 09.) 
(9) ऊरर (7.45) हे सनोशतए (5) ने दि ३०७ टो 


ठ ढ्ड 
व एश्जो>2अ गा 
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4 (००)-2 ०. 2 
या क्र )७2 8. प्र 
यदि सदिश 8 का मापाक 3 है तो 8७» 87, और 
३ 08 
5 ल्‍* 2827. 
& ११०2० 
65 ५] मा 
ग्रतं: 2, २ | थ >>» "() 
ग्रत: म द्व ६. ठ 
(॥) यददि सदिश & की लम्बाई अ्चर है और # के वरावर है तया 
8> 79, तो 
9 त 42 है 
ज-. (9,8] >ू2 व 5. ७ 28:- 50. 2 
कप (9.2) द् ग्द्व्‌ (2) 
अत;8. 77 ब््0, हह(3) 
ठा 


(3) से स्पष्ट है कि एक सदिश जिसक्री लम्बाई भ्रचर है उसका 
अ्रवकलंज उस पर लम्ब होता है । 


(8) (745) (6) में बदि 7 


हु | १२७ 
ञ ( 32 व) 5 ४ दा. (राज० 977) 
बरोपि 529 _,99 
(ज्योकि (2 द्गव ४९ (राज० 97) 


76 सदिश के अवकलज का कार्तीय तुल्यांक (एशर्आंशा व्दण- 
॥ब€06 0 तेल्चबव6 ० 2 ए०एॉ० 7) 


माना संदिश # को, निर्देशाक-श्क्षों के समानान्तर इकाई सादिशों 
॥, 3, ४ के पदों में निम्न रूप में भभिव्यक्त जिया गया है । 

श्ल््श +॥+25४, 22०ह ३ है$ 

जबकि 5, ५, ट ग्रदिय । के फलन है । 

उं्रोही / बदल कर ४+& हो जाता है । माना तब 5, 5, 9, 2, 


क्रमश: 7+8,, ++ 8, /+ 8,, भौर 2+ 8, में परिवर्तित होते 
$ तो 
र्‌ 
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हक वक्‍त (इ+ 83) + (४+ 89]+ (<+ 8. ४... ““"““(2) 
या. 3558: निी 8 नी 9०६० 
५ 3 28 0.02. 2 
5... 5५ 
जब 5६-१० तो 
67 05% _, १५४३] , 0०४8 पक 
मय 24 न हु (3) 
अत. सदिश 5 के प्रथम अवेकलज के घटव, 7 के घटकों के भ्रवकलंज 
ही है। 
हम ऊपर प, रझाम (3) का 7-वें ग्रवकलज तक विस्तार कर सकेते 
हैं। अर्थाद्‌ 
7 _ १ 8$+ 4५ 
कः 6छ कहे 
7.7 समाकलन (एत्ट्राभ४0०0) 
समावलन, अवकलन की प्रतिवर्ती विधि है। यदि हमे एक संदिश- 
फलन ४ दिया हुप्रा है तो एक और ऐसे फलन की ज्ञात करने की विधि कि 
क्ः 


“कहर 


॥ है 2; नि मिट] 


समाकलन कहलाती है । और ४, यदि इसका अस्तित्व है तो, 7 का 
$ के सापेक्ष समाकलन (0०४8|) कहलाता है। और इसको निम्न रूप से 
भी लिखा जाता है । 
8«- ३४१. 
फलन ४ समाकल्य (7(०६/35७] कहलाता है । | समांकलन का चर 
है भौर १ समाकलन का चिह्न है। 


कप 
यहि 7... हल ] 
यदि का () 
झौर ८ एक स्वेज्छ अचर सदिश है, तव 5 
पृ की ०९०५००५ 
ना #निफेचए (2) 


>०.. है70(७०2*+, वानल्‍्7+८. बज (8) 
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(3) से स्पष्ट है कि समाकल 7 एक स्वेच्छ अचर-सदिश की-सोमा 
तक अनिश्चित है। इस कारण # अनिरिचित समाकल (9प6८॥9॥6 ॥68- 
इशं) कहलाता है और ८ समाकलन का टस्थिराक है। 
4.8 कुछ मानक परिशाम (50098 ४४80 आप १६४४)५) ऊपर अवकलन 
मे प्राप्त किये गए परिशामो का उपयोग करके हम समाकलन के निम्न परिणाम 
प्राप्त करते हैं जोकि बहुत उपयोगी होंगे 


(४) | एु.-- + $.. ० ज्न्ए, 4६८, 


[#) | के >्या लहर +०0. 

४ 7... 877 का 
भय ल नज्दा हद 

फ) | हा. हाई (मद 

6 हा 

(५) || फ >क्गा >7प्अक्ू7 ५ 


(४) यदि 8 एक झचर-सदिश है तो 
+ 


| 4 नि हा जब्त ए 


मोद--समाक्लन का स्थिराक उसी प्रह्ृनति का होता है जिश्न प्रकृति का 
समाजल्‍्य (६१.62६७७१॥ हैं। । अत्त: ऊपर (0), 00), और (६७) में स्थिराक ८ 


न्न्त 
प्रदिश-राशि, ग्रोर (४), (४) और (४) में ८ सदिश हैं । 


7.9 किसी वक्र पर एक दिए हुए विन्दु पर स्पर्श-रेखा ज्ञात करना 
(पड02९0६ 2६ जब ह्रोएशा एणपां 00 5 ८पारश) 


माना 9 किसी वक्र पर एक चर दिस्दु है गौर बक्र पर एक स्थिर 
बिन्दु # से मापने से चाप &?>-5. 
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माना मूल बिन्दु ० के सापेक्ष ? का स्थिति सदिश 7 है । और ? चाप 
$ का फलन है। माना ? और 7?” दो निकटवर्ती बिन्दु हैं जितके ल्थिति-सदिश 





0 
क्रमश 7 ग्रौर 787 है। और तदनुसार चाप &?९०»०४$, प्रोर 7-० 
5+85 
्ण्कर 
एए < 87. *(]) 


भागफल नि एक सदिश है जोकि 87 के समानान्तर है । 


अन्त में जब बिन्दु ९”, 7? की ओर इस पर संपाती होते के लिए 
बढ़ता है तो जीवा 07”, ९ पर स्पर्श-रेखा बनती है। झौर इस स्पर्श-रेखा 
की दिशा 57 की दिशा है । 


है! का सीमाँत मान ७ !- 
हक 


दे हा 
अतः -->]7]. 8,-+० 7 £ (माना) 7 
५, 5; 
न्‍्+ 

(६, बिन्दु ? पर स्पर्श-रेखा कि दिशा में इकाई सदिश है । 


इसको इकाई स्पर्श-रेखा कहते हैं । 
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यदि 0 में से खोचे गए निर्देशा|ंक-प्रक्षो के सापेक्ष बिन्दु ९ के निर्देशाक 
(2, 9, 2) है । तो 
शन्‍्5ण+ 9] + 720. *(3) 
ता 45 4 , _ व नस 
और हक खा ॥++ दा ह। का दर (4) 


न्न्के 
प्रतः ( के दिक्‍क्रोज्या 


05%. 99 
ग्ाग 


डे ह है। 


जज 
यदि स्पशं-रेसा ९? पर किसी बिर्दु का स्थिति-सदिश हे है तो 
स्प्श-रेखा का समीकरण है । 


ब+ -+ 


६०४+४ ६. *>प5) 
जबकि ४ एक ग्रदिश-चर राशि है जोकि धन या ऋण है । 
9 में से होकर जाने वाला और ? पर स्पर्श-रेखा के लम्ब समतल 


९ बिन्दु पर अभिलस्व समतल (00०४9 927) कहलाता है। 
इसका समीकरण । 


न. नत+ी. अ>भ 


(४ -7). ६७0० है। ४ (6) 


इस समतल मे, ? में से होफ़र जाने वाली कोई भी सरल रेखा वक को 
९ पर प्रभिलम्ब होती है । 


उदाहरण 
70 + (3.7) ७ का प्रवकलन करो । 


जबकि ४ धर 9 दो झचर-रादिश है धौर सदिश ॥ का मापाक 5 है, 
ग्रौर यह ६ का फलन है । 


गड। एश+ (४०) 9 ) 


“छ (/0+ 5०) » 
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का बका 4] 
27 का डक गजल बट कि न 
67 , 38 
जज छ. 
(कआ7) 
8 % _0 
00. 0० 


] 
० इसका झवकल ७ 27 रे ) स्का के 


(४ कक) फ 
हा 
ब्न्2 ह रथ +(ण7ा 


उदाहरण 2 
प्रक्षेप्प (20०,८०७॥०) की गति के समीकरण का समाकल्नन करो । 
प्रक्षेप्प की गलि का समीकरण है ६ 


न््ग्कै 
नये च््8ः ७०() 
समाकलन करने पर 
न्‍+ 
० 8 ६+ ७ >*चूं) 


# समाकलन का स्थिराक है जोकि प्रारम्भ मे ६७0० पर वेग का 
मान है । 
(2) का समाकलनत करने पर हमे प्राप्त है 
ल्‍््ः 


दब हि 80 +७।+०. 


जबकि ८ एक झौर स्थिराक है जिस्क्ना माम (००0, पर प्रश्नेप्य को 
स्थिति से प्राप्त किया जाता है। 
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प्रश्नावली १३ 


निम्न ब्यझ्जकों का भ्रवकलन करो । 7 का मापाक 7 हैं और वह 
का फलत है । शेप राशियां अचर है । 


(0) (४7+7०)१, (|) (प+ १३६ ) 


0 
ठ्ः 
हा छठ 
(0) --४६ (; ) (१५) (; दर ) 
(४) ४१+ न ( 7१ «४.7, एक भ्दिश-राशि ) 
क्र 


निम्न का प्रथम तथा द्वितीय भ्रवकसज ज्ञात करो। 


() [ म्पः कल 





क्त ठग इला 
(0) + २६ ॥ न ) [इला०, 65] 
सिद्ध करो कि भ्रवकल-समीकरण को 

तक जे 

505 "३ 


अतिपरवलय (प9एव्००७) 
॥ > (आ। +) 9+- (००॥॥) $, 
संतुष्ट करता है । जबकि 8 और ४ स्थिर है । 





अवकलन करो 
नम >्घा 
६8 -+ 8२ और पा 


यदि 9, 8, 9 स्थिर हैँ श्लौर ४5 (००5 गा) 8 (आगे) ७9 नर 
सिद्ध करो कि 


४ 0] 
लक मं 
(3) £ »< नि 3 >< 9. 





(0) 


पे 
पड 87२5-००. 
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4. 
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का मान ज्ञात करो जो निम्त समीकरणों को सतुष्ट करे 
47१7 


() ४ » नस्ल (9.७ « 0.) 
0 १ शुन्य 
(9) द मत्ब (+०. (जब (--0, 7 और ॥ शुस्य हैं) 


सिद्ध करो कि यदि एव' कण केन्द्रीय-त्वरण।के प्रभाव से गतिमान है 
तो इसके क्षेत्र बनाने की दर एक स्थिराक है 
[सकेत माना इसकी सति का समीकरण है । 


४ (0. 
त्वरण सदिश-त्रिज्या के समांतर है । 
79% ॥+ 50. 


>> के 
अब कक जद ५ 
प्श्र्श्त्पू (7247 ) 
ब्रता प>ढऑ >० 
यदि 72८ ४ 50 तो सिद्ध करो कि 727 «७2. 


दिया हुआ है कि 


7 (0) ७ 2।-3+४ जब ६52 
ब्|्वी - 2]4-3: जब ६०३ 
तो सिद्ध करो कि 


हा 


] 
', 4 7 ]0 
ह थ 5 है 


। 
कसी गतिमान करा का समय ६ पर त्वरण 
८५ ३+6२९ +] 

है तो ६ समय पर उसका बेग ज्ञात करो 
जबकि (७0 पर वेग + ३ | है । 


किसी सदिश का एक अदिश-चर ६ के सापेक्ष ग्रवकलन को व्याख्या 
करो और निम्न सम्बन्ध का अथनिर्णय करो 
8 


५0, 


7, 


83. 


संदिशों का अवकलन और समाकलन 207 


श्रौर 8. शा ५| [बनारस 6] 
५ 


सदिश विधि से किसी वक्र पर गतिमान करा का स्पर्ण-रेसीय तथा 
अभिलम्बीय-त्वरण ज्ञात करो । 





[ माता स्पर्श रेखा तथा अभिलम्ब की # डी भें इकाई-सदिश 
क्रमश: | और ; हैं भौर ७, एक स्थिर बिन्दु से | समर्य पंएकश की 
दूरी (चाप) है और ४ स्पर्श-रेखा का ए-प्रक्ष पर मुकाव है तो 





25 ल्‍ ० 55 
बेगे ५० एड « का 8; त्वरणा ७9 ब+ ५ 2 (4) 
( अ ० /रू्मकाव, 
 शेसी दर थ्ट; 
स्पर्श रेसीय त्वरण ७9 का गुशांक ७ ५ ध« ब्यक (2) 
* _ठंब 6ए 35 ४ 
प्रत्र अंश । 0५ 2 जे: 
86 कराता फए 


मु श्र 
बुल त्वरण- ४३ कर 


«« अभिलम्वीय-त्वरश उ्र ध्ट् (3) 
ए 


उत्तरमाला 


प्रश्नावली 


बह >> न 

#0-२३+३3 ०; 08 «०3 9-9; 90०2 (३४३+ ०); 

| 

(& « - (२+ 39) 

७-७४; “28, “9, ३०-४७ ]6 39- 28; 2 ३-४9. 
प्रश्गावली 2 

2 3 6). (6 $ 7? 

(+' गा कै) (कं ढ्र्ः 5) 

]5+ /हा 


95] 
3, 3 /2, 3; (->, -२+ 
ड़ ( ठा! ठ 


पल 
जा 


अश्नावलो 3 
(5+-4]+ 35) 
2 हा 
ए पौ. भा. और 2 ? पों. भा. 


/2 हर, ए परिणामित बल है 


5 परों० भा० या बन. 


++ 
2 09, 09 कोने 0 मे से घन का विककर्ण है । 
एकचातत: स्वतस्त्र 


7 मी. प्र. थ. पूर्द से '॥॥ 7 ३ उत्तर की ओर । 


यै 


4], 


3. 


6. 


3. 


7. 


320. 
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3 0++9). 
की ते 3 मय आा 
3273 0- २3),- डे 0+॥: 
] 
ण्ड् 
(30-5 ४४3) +4], 4. 6 ज््क 9 फुट, 


है 
(+3), उक्ञत+ 9. 


2 से पश्चात्‌ । 
जी 7 2200 


न्ग्न्कै 
6#0, जबकि 0 पड़मुज का केन्द्रक है । 


प्रश्वावली 4 
7« (4+)4+2 ((-) 4+॥. 
प्रश्नावली 5 
| (5, 4, ). 4. (2], 8, 2) और (-5, -6, -6) 
प्रश्गावलो 6 
8 2 3 
() अंग्र 6« शत! 6 *« जा 


४) 9 8 ० 85 7 
() $० 6 जाओ ०0०5 6 





बाग 3 
008 7 है. 


( 0: है 8 रु) ५००३ ४ 


6 _/5 इकाई 6. 5 ._/3 इकाई 


5 
जा 8. 20-5 इकाई 


20 


७ + ७२ ७ + 


१0, 
।6 
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प्रश्नावली 8 


| (33॥+74] +320),,:77_, 270, 760. 
ढ्र ठ्र 
व्र॒ 
| ३ णः कित ). 
7 (४-4 -3). 
40 इकाई 
प्रश्नावली 9 
-4 6, ए$ 
90० ्लौर 60% ]. 7 धन इकाई 
(- , 0, 4). 
प्रश्नावलो 0 
(0० () 2 [०१०८]«. 


के (+६), $ (-#+3॥- 79), $ (-7+3॥- 58). 


प्रश्नावली 

|?" (99८९०) * [४४८]. 2. 2४+ ]7/+82+ 36 «50. 

7 (3- 4]+7%)+3 «0. 

६ (2-7]-30) ७. 

४ (+2]-3॥0 >> 0. 

7 4-]-%) +2 ७0, (22+3]+४) 

॥॒ (25+ 7]+ 628) «78 यह उस कोण का समद्विभाजक है 

जिस में मूल बिन्दु स्थित है। और हे 

7 (+355]-0%) 556. 

इल्‍०८+ 39< [02८ (०-»)]. 

4/0/ 6 , 459+29- 72+6 0 और 77+9/-52+7« 0 

की प्रतिच्छेद रेखा, या [7-(+ 28+ 30), श+ 3]+5४, 

(६ (श+3]+ 4६) » (3+4$-+-5%) 3 

और [7-(28+ 4] +- 50), 3:+ 4] + 55, ((2+ 3]+ 486) »< 
(आ+॥+ 590))] 


7. 


9- 


20. 


॥0, 


उत्तरमाला ड 


9 
ि इकाई (लगभग ) 


_पा- पम्प 92-79 5937 7.9७३8 
प्‌ 99 93 





बन [?2८०--०३१८8४+-9 १८५] . 


प्रश्नावली 2 
28. [7-> थे +]+5५)] « 0. 

प्रश्चावली 3 
0) 2 (शान-9) (४ +-7#). 
(0 3 84 #+/28 +ण्गक 
(धा)४ ४. ४. 


ःः 27 7_ 2? (8५ 7० 


एक: दूत सब 5 (डक 5 
१४ ट 
(४] 2४४ - नह 
प्रयम ग्रवकलज 
क्र का ॥/7 का कह) व 0५ 
मद छू कर कि छह) 2 (6६ *) 


पु >25 (६४ #8) 
छत क़्नश्शई 


8263 _ (६.8) २११३७ ६08 | ९३४ है 


ह्-# (78 )5 


ऊ 





() ४० & 8+ ० ५-६ ८+ ६ ६१ 99९ 9/8? 
जवकि & एक अ्रदिश है और ८ समाकलन का स्थिरँक है । 
डर १ 
>> शॉरक -. 9 (2. 
(ता) हि +- दर 


४#+ई 6: |+६४. 


